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AVERTISSEMENT. 


Une nouvelle Série des Annales scientifiques de l’École Normale supé- 
rieure commence en 1872, apres une année d'interruption. 

Ce Journal, créé en 1864 par M. Pasteur, avec le concours des Pro- 
fesseurs de l’École Normale, est devenu un des recueils les plus estimés 
de la science française par l'importance des travaux qui y ont été pu- 
bliés et par le nom des Auteurs qui se sont associés à notre illustre 
savant. Mais, à cause de l’état de sa santé et malgré tous les efforts que 
ses amis et collaborateurs ont faits pour le retenir, M. Pasteur a renoncé 
à la direction des Annales scientifiques de l’École Normale supérieure. 
Cest pour nous un vif regret, que partageront tous les amis de la 
science. 

Les circonstances actuelles imposent a tous les hommes de science 
des devoirs, que nous voulons remplir, en facilitant la publication de 


tous les travaux, de quelque part qu’ils viennent; en encourageant les 
efforts des hommes jeunes, à quelque école qu’ils appartiennent. 


Les Maitres des Conférences scientifiques de l’École Normale, com- 
posant le Comité de rédaction, après avoir recueilli les souscriptions 
nécessaires pour assurer aux Annales non-seulement l’existence avec 
une grande extension, mais encore, dans l’intérét des Auteurs, une 
large publicité, ont décidé qu’une nouvelle Série du Journal serait 
constituée dans le même format, mais avec une tomaison indépen- 
dante. À 

Le nouveau Recueil scientifique contiendra, comme l’ancien, des 


Mémoires sur les mathématiques, les sciences physiques et naturelles, 
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et, de préférence, pour ces dernières, les travaux dont les sujets se 
rapportent à la science générale. 

Les Administrations de l’Instruction publique, de l’École Normale et 
des Ministères, le concours empressé d’un certain nombre de savants et 
d'amis de la science assurent le succès de notre publication. Il nous est 
done permis dès aujourd’hui de songer à l’emploi des bénéfices qui en 
résulteront. Ils seront divisés comme il suit : une première somme est 
destinée à l'augmentation du nombre des feuilles et des planches de 
notre Recueil; la seconde sera répartie exclusivement entre les Auteurs 
des Mémoires, en tenant compte des besoins des jeunes docteurs dont 
les travaux seront jugés dignes d’être publiés; la troisième et dernière 
part sera versée dans la caisse de la Société des Amis des sciences 
pour venir au secours des veuves et des enfants de savants morts dans 
la pauvreté. 

Un grand nombre de membres de l’Institut, de professeurs des plus 
hautes Écoles de Paris et de la province nous ont envoyé déjà et leur 
adhésion et des Mémoires qui seront imprimés dans nos premiers nu- 
méros. 

Nous demandons au public savant des souscriptions en faveur d’une 
œuvre qui, en même temps, facilitera la diffusion des connaissances les 
plus élevées de la science, et donnera les moyens de subvenir à des 
besoins, trop peu connus, qui malheureusement paralysent les pre- 
miers efforts de nos jeunes savants et, en définitive, l'essor de la science 
dans notre pays. 

C'est à cause de ce double caractère de notre œuvre que nous ferons 
paraître à la fin de notre premier volume la liste de nos souscripteurs. 
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ss NOTE 
SUR L'APPLICATION DE LA MÉTHODE DE M. PASTEUR 


POUR VAINCRE LA PÉBRINE, 


PAR 


M. PASTEUR, 


MEMBRE DE L'INSTITUT DE FRANCE, 
4 ET 
M. SAULIN, 


SOUS-DIRECTEUR DU LABORATOIRE DE CHIMIE PHYSIOLOGIQUE A L'ÉCOLE NORMALE. 


Mémoire lu au Congrès séricicole international d’Udine (Haute-Italie) le 16 septembre 1871. 


La méthode que M. Pasteur a décrite dans ses Mémoires sur la ma- 
ladie des vers à soie pour combattre la pébrine (‘) consiste en trois 
opérations distinctes : 

1° Faire de la graine cellulaire en mettant à pondre chaque femelle 
sur une toile séparée et ne conserver que les pontes des femelles sans 
corpuscules; 

Gee a ee ll oe er 

(') Voir en particulier les Etudes sur la maladie des vers à soie, par M. L. Pasteur, 
p. 179 et suiv. — Paris; Gauthier-Villars, 1870. 
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2° Élever cette graine cellulaire en petites chambrées isolées ; 

3° Livrer en masse au grainage industriel avec les seuls soins d’au- 
trefois, prescrits dans tous les temps et dans tous les pays séricicoles, 
celles de ces chambrées qui n’offrent pas plus de 8 à ro papillons cor- 
pusculeux sur 100. 

Cette graine industrielle élevée à la manière ordinaire ne présentera 
pas de mortalité, appréciable sous le point de vue pratique, par la 
pébrine (‘). 

Les grainages pratiqués en suivant ces prescriptions se multiplient de 
plus en plus chaque année, et les personnes qui s’y livrent ne peuvent 
suffire aux demandes toujours croissantes des éleveurs. C’est que les 
rendements des graines ainsi faites atteignent une moyenne fort élevée : 
cette année même, dans le département du Gard, 3000 onces de graines 
industrielles, distribuées en grandes et petites chambrées, ont fourni 
en moyenne 33 kilogrammes à l’once, et 1000 onces d’une autre va- 
riété ont donné 38 kilogrammes, preuves incontestables de la puissance 
de la méthode nouvelle. 

Chaque jour aussi cette méthode mieux comprise apparaît plus facile 
dans son application, plus certaine dans ses résultats. 

Cette Note a pour but de préciser les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour en assurer le succès. 

Ces conditions sont au nombre de trois : 

1° Dans la confection de la graine cellulaire, se borner à examiner 
chaque papillon femelle sans s'inquiéter des males; 

2° Choisir pour faire cette graine cellulaire des lots qui ne soient 
pas trop corpusculeux ; 

3° Elever cette graine cellulaire depuis l’éclosion jusqu'à la montée 
sans contact immédiat avec une graine infectée. 


I. Examen des femelles seules, non des mâles. — Les expériences de 
MM. de Rodez et Bellotti sur l’inutilité de l’examen des mâles ont été 
confirmées par la pratique industrielle, 

En 1870, M. Pasteur fit élever sous ses yeux à Villa-Vicentina (Frioul 
autrichien), dans des conditions convenables, plusieurs onces de 


(') Il est bien entendu que dans cette Note nous laissons de côté tout ce qui a trait à la 
flacherie, maladie trés-distincte de la pébrine. 
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graine cellulaire obtenue par l’examen des femelles seules: les cham- 
brées donnèrent à peine 2 ou 3 papillons corpusculeux sur roo : une 
partie de la graine cellulaire qu’on en retira, avec examen des femelles 
seules, fut élevée, en 1871, à Clermont-Ferrand et aux environs 
d’Alais : or toutes les chambrées qui furent assujetties à de certaines 
conditions d'éducation furent assez peu corpusculeuses pour pouvoir 
être soumises à un grainage industriel. 

Pour ce qui est de la pureté des femelles, on en connaît l’importance 
pour la pureté de la graine et des vers; mais ce qu’on ne sait pas assez, 
c’est qu'il suffit de laisser passer dans un grainage une proportion 
tout à fait minime de pontes de femelles corpusculeuses pour que la 
graine soit exposée à ne pouvoir servir à une chambrée de reproduc- 
tion. 

En 1870, par exemple, à côté des graines cellulaires élevées à Villa- 
Vicentina, M. Pasteur fit élever çà et là 100 onces de graines indus- 
trielles dont plusieurs provenaient de papillons corpusculeux à 1 ou 2 
pour 100 au maximum ; eh bien, il nous fut impossible de trouver une 
seule de ces chambrées infectée à moins de 30 pour roo, bien que la 
plupart aient réuni toutes les conditions d’éducation désirables. 


I]. Du degré d’infection des cocons destinés au grainage cellulaire. — 
L’attention des sériciculteurs doit se porter sérieusement sur l'utilité de 
choisir, dans la confection de la graine cellulaire destinée aux cham- 
brées de reproduction, des cocons dont le dégré d’infection ne soit pas 
trop grand, ne dépasse pas, par exemple, 10 à 15 pour 100. 

En effet, un grainage cellulaire confectionné en grand, on le con- 
coit facilement et l'expérience achève de le démontrer, eomporte des 
causes d'erreur à peu près inévitables : dans le cours du grainage, il 
arrive quelquefois que deux femelles, après avoir pondu tout ou partie 
de leurs œufs, passent d’une toile à une autre toile accidentellement 
trop rapprochée; si l’une de ces femelles est corpusculeuse, l’autre 
exempte de corpuscules, on sera amené dans l'examen microscopique 
à rejeter la bonne ponte et à conserver la mauvaise; dans l'examen 
microscopique des femelles, pour peu qu’il se prolonge, il est difficile 
d’éviter des distractions dont la conséquence peut être de laisser tom- 


er parmi les bonnes toiles examinées quelque toile corpusculeuse; 
I. 
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quelquefois aussi, faute d’une suffisante attention, on laisse passer 
inaperçus les corpuscules dans l’examen de certains papillons. 

Nous admettons volontiers que ces erreurs sont toujours peu nom- 
breuses par rapport au nombre total des papillons corpusculeux du lot 
soumis à l'examen; mais on conçoit facilement que, si elles sont négli- 
geables dans un lot qui n’a que deux ou trois papillons corpusculeux 
sur 100, elles peuvent, pour un lot corpusculeux à 30, 4o, 5o pour 100, 
introduire, dans la graine cellulaire examinée, trois ou quatre pontes 
corpusculeuses sur 1000, ou méme plus, proportion suffisante pour 
que les papillons issus de cette graine puissent étre corpusculeux a 15 
ou 20 pour 100 ou plus encore. L’expérience a vérifié ces prévisions. 

En 1871, M. de Lachadenède, président du Comice agricole d’Alais, 
éleva parallèlement, au Tempéras, près Alais, deux lots de graine cellu- 
laire, l’un provenant de papillons infectés à 4o pour 100, l’autre issu 
de papillons corpusculeux à 8 pour roo: les résultats de ces deux 
chambrées furent très-différents au point de vue du grainage : les pa- 
pillons de la première furent corpusculeux dans la proportion de 20 
pour 100; ceux de la seconde dans la proportion de 6 à 8 pour roo. 

A Servas, près d’Alais, une graine cellulaire issue de papillons cor- 
pusculeux à 2 pour 100 ne s’infecta pas à 1 pour 100, à côté d’une 
autre graine d’un lot corpusculeux à 8 pour 100, qui présenta 3 papil- 
lons corpusculeux sur roo. Enfin, au Pont-Gisquet, M. Raulin fit élever 
parallèlement deux sortes de graines cellulaires : l’une faite avec soin, 
issue d’un lot à 2 pour 100 de papillons corpusculeux et qui fournit 
une récolte corpusculeuse à 2 pour 100 seulement; l’autre, née de pa- 
pillons corpusculeux à 20 pour 100, faite avec moins de précaution 
que la première, de laquelle sortirent des papillons corpusculeux dans 
la proportion de 60 pour 100. | 


UT. Isolement de la chambrée. — M. Pasteur a insisté dans ses divers 
Mémoires sur la nécessité d'isoler une chambrée destinée à la repro- 
duction : que faut-il entendre au juste par cet isolement? L'expérience 
va nous l’apprendre. 

La graine cellulaire que M. Pasteur fit élever en 1870, à Villa-Vi- 
centina, était entourée d’éducations plus ou moins corpusculeuses, 
100 onces au total, répandues çà et là dans un rayon de 1 kilomètre; 
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bien plus, dans le même bâtiment où il élevait cette graine cellulaire, 
étaient élevées des graines corpusculeuses pour expériences diverses; 
de temps en temps des visiteurs qui avaient été en contact avec de 
mauvais vers venaient voir les chambrées de graines cellulaires. Mais 
dans ces chambrées on eut soin de proscrire absolument tout lot cor- 
pusculeux, et les magnanières qui les soignaient n’élevaient aucune 
autre graine douteuse : or les papillons de ces chambrées furent purs 
de corpuscules à moins de 2 ou 3 pour 100. 

Voici un autre exemple plus frappant encore : au Pont-Gisquet, pres 
d’Alais, qui passe pour un des pays les plus infectés, M. Raulin a ob- 
tenu, en 1871, d’une chambrée composée uniquement de graines 
pures, une récolte dont les papillons étaient purs à 2 pour 100 près; 
et pourtant dans une magnanerie voisine du même bâtiment on élevait 
une once de graine un peu corpusculeuse, et sur une montagne domi- 
nant le Pont-Gisquet, à 200 mètres de distance, était une chambrée de 
12 onces, d’une graine détestable, dont tous les producteurs sans excep- 
tion étaient corpusculeux. D’autre part, une once de la graine cellulaire 
précédente, élevée au Pont-Gisquet, dans une même magnanerie, à côté 
d’une autre graine à peine corpusculeuse, produisit des papillons cor- 
pusculeux à raison de 25 pour 100. 

Dans une ferme isolée des environs d’Alais, 6 onces d’une graine 
très-pure, élevée sans aucun mélange, produisirent des papillons 
infectés à 35 pour 100, par cette seule circonstance que cette graine 
avait été mise à éclore avec des graines corpusculeuses et était restée 
avec celles-ci dans le même local pendant trois ou quatre jours après 
l’éclosion. 

Si done vous élevez de la graine parfaitement pure dans une magna- 
nerie d’où vous proscrirez toute graine de nature douteuse, trés-rigou- 
reusement et dés l’éclosion, si vous la faites soigner par une magnanière 
qui ne soigne pas en même temps des graines corpusculeuses, de façon 
qu'il n’y ait pas entre votre éducation et une autre éducation corpuscu- 
leuse de contact immédiat et prolongé, tenez pour certain que, même 
dans le pays réputé pour être le plus infecté, au milieu d’éducations 
nombreuses et mauvaises, vous n’aurez pas plus de 4 ou 5 papillons cor- 
pusculeux sur 100; en d’autres termes, vous récolterez des cocons bons 
pour graine industrielle au point de vue de la pébrine. 
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En résumé : Pour que la graine cellulaire puisse fournir des cocons 
bons pour graine industrielle au point de vue de la pébrine, c’est-à-dire 
des papillons corpusculeux à moins de 7 à 8 pour 100, i est nécessaire 
et il suffit que les femelles productrices de cette graine aient été exami- 
nées avec soin, abstraction faite des mâles; que le lot qui la fournit ne 
soit pas corpusculeux à un trop haut degré, par exemple au delà de 10 
ou 15 pour roo; qu’enfin cette graine soit élevée dans une magnanerie 
d’où l’on proscrira absolument toute graine corpusculeuse dès l’éclo- 
sion, et par les soins de personnes qui ne soient jamais en contact avec 
de mauvais vers. 

Quand nous parlons de conditions nécessaires et suffisantes, Nous ne 
donnons pas à ces mots le sens précis qu’on leur attribue dans les 
sciences mathématiques : nous n’avons pas la prétention de renfermer 
un phénomène physiologique dans des formules exactes. 

Par exemple, nous avons vu de la graine légèrement impure donner 
dans certains cas des cocons bons pour graine industrielle : pourquoi 
cette exception? Parce que l’abandon des derniers œufs éclos, un grand 
espace donné aux vers pendant l’éducation, le soin qu’on prenait de 
laisser dans les litières les vers en retard, ou encore une mortalité acci- 
dentelle, avaient produit une sélection naturelle des bons et des mau- 
vais vers. 

En partant de lots extrêmement corpusculeux, on a pu obtenir, par 
le procédé cellulaire, de la graine parfaitement pure, en évitant par des 
soins très-grands les erreurs de grainage, comme aussi en partant de 
lots presque purs on peut, faute de précaution, faire de mauvaise 
graine cellulaire. 

Ces exceptions, et d’autres encore, ne sont que des cas particuliers, 
relativement rares, qui confirment, au lieu d’y porter atteinte, la théo- 
rie générale, et dont l’observation attentive des faits rend facilement 
compte. 

Les conditions dont nous venons de parler ne sont pas nouvelles: 
elles découlent directement des expériences fondamentales qui consti- 
tuent la théorie de M. Pasteur; mais il est un fait digne de remarque : 
depuis que le procédé Pasteur s’est répandu dans les pays séricicoles, 
l’oubli des précautions indiquées plus haut, l'observation inexacte de 
certains faits qui se sont produits dans l’application de ce procédé, ont 


POUR VAINCRE LA PEBRINE. i) 


donné lieu des inductions fausses, ou au moins fort exagérées, COn- 
traires aux principes précédents. 

Dans la pratique industrielle, il arrive trop souvent que des éduca- 
teurs réservent pour chambrées de reproduction des graines cellulaires 
provenant de lots très-corpusculeux, ou encore des graines mal faites, 
qui n’ont de cellulaire que la forme extérieure du procédé décrit par 
M. Pasteur, ou même des graines non cellulaires que l’on croit pures, 
sur la foi d’un échantillon plus ou moins bien observé. On pose donc 
en réalité à l’incubation des graines un peu impures. D’autre part, il 
est bien difficile, surtout dans les pays de grande culture, de vaincre 
la routine des fermiers, qui mettent toujours à éclore ensemble et main- 
tiennent ensemble, pendant les jours qui suivent l’éclosion, diverses 
sortes de graines plus ou moins impures. Ce sont là deux causes d’er- 
reur qui font échouer, au point de vue du grainage, la plupart des 
chambrées de reproduction. 

C'est ainsi que nous expliquons comment un éducateur du midi 
de la France fut obligé, en 1870, d’envoyer à la filature 85 petites 
chambrées sur 100, chambrées placées d’ailleurs dans d’excellentes 
conditions, et qu'il destinait au grainage. 

Lorsqu'ils voient se produire de pareils faits, les éducateurs, admet- 
tant sans hésiter que la graine était parfaitement pure, qu’elle a été 
élevée dans un local séparé de toute chambrée infectée, cherchent fort 
loin la cause de tant d'échecs : 

Les uns, ayant rejeté les males dans le grainage cellulaire, attribuent 
les corpuscules de la graine aux corpuscules des males, ou bien (s’ils 
ont examiné ces derniers) à des germes de corpuscules des femelles 
qui échappent au microscope. D’autres comparent pendant plusieurs 
années successives les résultats de deux sortes de graines reproduites 
à chaque éducation par le procédé cellulaire; mais, parce qu’ils sont 
partis primitivement de deux lots tres-inégalement corpusculeux, l’une 
des deux graines se maintient plus pure que l’autre : ils n’hésitent pas 
dès lors à attribuer cette inégalité à une influence de race ou d’accli- 
matation. 

Enfin d’autres sériciculteurs distribuent leur graine cellulaire dans 
des régions de petite culture et dans des pays de grande culture : ici ils 
observent un envahissement plus général et plus considérable par la 
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pébrine, uniquement parce que les éducations sont plus mélangées, 
plus entassées dans le même local : dès lors ils rapportent les diffé- 
rences observées au degré d'infection du pays, au plus ou moins grand 
nombre de corpuscules qui inondent l'atmosphère, aux feuilles de mu- 
rier même qui, se trouvant, pensent-ils, trop peu isolées d’éducations 
voisines, ramassent à leur surface les corpuscules de l’air et les trans- 
portent dans l'intestin des vers à soie. Ces faits expliquent l'empresse- 
ment exagéré avec lequel on recherche pour les chambrées de repro- 
duction certaines régions qui paraissent privilégiées; ils expliquent 
pourquoi on a proposé de filtrer l'air des magnaneries ou de purifier, 
par le chlore, par exemple, soit l’air des magnaneries, soit la feuille 
destinée aux éducations. Ces précautions sont tout aussi inutiles que la 
purification des magnaneries au point de vue de la destruction des cor- 
puscules, car les seuls corpuscules à craindre sont ceux qui naissent 
du contact de mauvais vers, comme le prouve une expérience décisive, 
faite en 1870 à Villa-Vicentina : deux lots de vers, composés de vers 
sains et de vers corpusculeux mélangés, furent élevés parallèlement, 
l'un dans l’air ambiant, l’autre dans une chambre constamment remplie 
de vapeurs de chlore, et à tel point que c’est à peine si l’on y pouvait 
respirer quelques instants. Les résultats furent identiques des deux 
côtés : même nombre de cocons de part et d’autre; toutes les chrysa- 
lides corpusculeuses, et au même degré, des deux côtés. 

Pourtant M. le D' Lévi, de Villanova di Fara, a démontré que le 
chlore tue les corpuscules; mais, dans les conditions des expériences 
dont il s’agit, cet agent ne put atteindre les corpuscules qui propa- 
gèrent la maladie. 

Nous n’avons cependant pas la prétention de condamner toutes ces 
idées, absolument parlant; il n’y a rien d’absolu dans la physiologie. 

Par exemple, nous n’affirmons pas que le papillon mâle est incapable 
d'introduire dans la graine quelques germes de corpuscules; mais 
nous affirmons que cette influence est négligeable dans la pratique, 
c'est-à-dire qu'il n’en résultera pas pour les papillons de la récolte des 
quantités de corpuscules appréciables. 

Nous sommes très-éloignés de nier le transport aérien des corpus- 
cules d’une éducation infectée sur une éducation saine plus ou moins 
éloignée, transport variable d’un pays à un autre. M. Pasteur a déjà 
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prouvé ce transport par l'atmosphère. Il résulte également de ce fait 
qu’en 1871, des graines très-pures, élevées parallèlement à Clermont 
et: dans le pays d’Alais dans de bonnes conditions d'isolement, don- 
nèrent à Clermont des cocons absolument purs, et, à Alais, des cocons 
infectés de corpuscules dans la proportion de 2 ou 3 pour 100. 

Cette différence n’importe pas en tant qu’il s’agit d’un seul grainage, 
mais elle peut servir à expliquer comment une graine pure peut se 
maintenir indéfiniment pure dans le Puy-de-Dôme, pays de très-petite 
culture, tandis que dans le Gard, pays essentiellement séricicole, elle 
peut s’infecter complétement en deux ou trois années. 

Les diverses races de vers à soie sont probablement aussi inégale- 
ment attaquables par les corpuscules de l'atmosphère : cette année, du 
moins, au Pont-Gisquet, trois variétés de graine jaune, d’une soie iné- 
galement fine, furent élevées parallèlement dans la même magnanerie, 
et les papillons furent d’autant plus infectés que la soie était plus fine, 
suivant les proportions de 1, 2, 4 pour 100; et ce résultat s'étant re- 
produit plusieurs fois, il n’est guère permis de l’attribuer à un acci- 
dent ou aux impuretés de l’une des graines. 


Paris, septembre 1871. 


Annales de l’École Normale. 2° Série, Tome I. 
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NOTE 
SUR LA FLACHERIE, 


PAR 


M. PASTEUR, 


MEMBRE DE L'INSTITUT DE FRANCE, 


ET 


M. RAULIN, 


SOUS-DIRECTEUR DU LABORATOIRE DE CHIMIE PHYSIOLOGIQUE A L'ÉCOLE NORMALE. 


Mémoire lu au Congrès séricicole international d’Udine (Haute-Italie) le 16 septembre 1871. 


Après avoir reconnu et démontré l'indépendance de la pébrine et 
de la flacherie, qui constituent toute la maladie régnante des vers à 
soie, et la relation indiscutable de ces affections avec le développement 
d'organismes vivants spéciaux, les points les plus essentiels que 
_M. Pasteur ait établis dans ses Mémoires sur la flacherie sont: 1° la 
transmission héréditaire; 2° le caractère éminemment contagieux de 
cette maladie. 

Nous allons essayer de faire ressortir les différences qui existent 
entre la flacherie et la pébrine, sous le rapport de l'hérédité et de la 


contagion. 


Hérédité de la flacherie. — Par l'éducation de vers en casiers isolés, 


M. Pasteur a démontré que dans la graine la plus prédisposée à la flacherie 
2. 
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comme à la pébrine, il n’y a jamais qu’une partie des œufs malades et 
condamnés à périr. Nos expériences de 1870 ont confirmé ce résultat 
en y ajoutant cette particularité : que la graine la plus HEASpoRe 
héréditairement à la flacherie ne contient qu’une proportion d'œufs 
malades relativement très-faible : 5o vers d’une graine extrèmement 
prédisposée à la flacherie, provenant d’une éducation qui avait péri 
aux deux tiers par cette maladie, furent élevés ensemble et périrent 
complétement de la première mue à la quatrième; 25 vers de la même 
graine furent élevés dans des casiers isolés, chaque ver ayant sa case 
distincte : 4 périrent flats de la première à la deuxième mue, 21 
marchèrent admirablement et donnèrent des cocons irréprochables. 

Au point de vue de l’hérédité, la présence des chapelets dans l’es- 
tomac des chrysalides n’a pas la même valeur, relativement à la fla- 
cherie, que la présence des corpuscules dans les papillons relativement 
à la pébrine, comme il ressort des expériences suivantes : 

En 1869 on a fait de la graine cellulaire avec trois chambrées, l’une 
A ayant péri aux deux tiers par la flacherie; les deux autres B et C 
ayant parfaitement réussi. Dans chacun de ces lots on réunit ensemble, 
d’une part, les pontes dont les producteurs, male et femelle, n’avaient 
points de chapelets dans l’estomac, d’autre part, les pontes de papillons 
ayant de nombreux chapelets; 50 vers de chacune de ces graines furent 
élevés à part et parallèlement en 1870. Voici les résultats : 

Le lot A périt complétement de la flacherie; l’échantillon à chape- 
lets de la première à la quatrième mue; |’échantillon sans chapelets de 
la deuxième à la montée; le lot B réussit bien et donna 46 cocons pour 
l’échantillon à chapelets, 47 pour l'échantillon sans chapelets. Le lot C 
marcha également bien et fournit, d’une part, 45 cocons, de l’autre 48. 
Ainsi il n’y a eu dans la réussite des pontes avec et sans chapelets que 
de faibles différences, ce qui enlève au raractère des chapelets la va- 
leur précise et absolue qu’on peut tirer de la présence des corpuscules 
des papillons relativement à la pébrine : le caractère vraiment essen- 
tiel au point de vue de l’hérédité de la flacherie, c’est la présence ou 
l'absence des morts flats dans la chambrée productrice, c’est la lenteur 
ou la vigueur des vers à la montée. Aussi nous ne saurions trop insister 
sur la nécessité pour l’éducateur ou le fabricant de graines de ne livrer 
au grainage que des chambrées dont il aura constaté l’absence de mor- 
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talité-par la flacherie dans les derniers jours de la vie des vers et l’agi- 
lité et la vigueur de ceux-ci au moment de la montée à la bruyère (!). 

A défaut de ces données, la proportion des chrysalides à chapelets 
dans une chambrée peut utilement servir comme indice de la flacherie 
héréditaire, en tant qu’elle donne une idée de l’envahissement de la 
chambrée par cette maladie dont l'intensité est ordinairement en 
rapport avec la fréquence des chapelets dans l’estomac des chrysa- 
lides. 

On a annoncé que des chambrées avaient péri de la flacherie, sans 
que les chrysalides des vers qui avaient échappé à la mort eussent, 
même en faible proportion, le caractère du ferment en chapelets de 
grains. 

Nous avons constamment observé le contraire : dans ces conditions 
il existe toujours des chrysalides, et presque toujours la grande ma- 
jorité de celles-ci offrent dans la poche du canal intestinal soit des 
chapelets, soit des vibrions. 

Nous avons recherché si, indépendamment de tout signe microsco- 
pique, il existe dans les différentes pontes d’un même lot quelques 
inégalités de prédisposion à la flacherie. Ces inégalités, dans un cas 
particulier, se sont révélées d’une manière frappante en 1870 (?). 

On sait que, dans le grainage en grand de nos races indigènes, il y 
a habituellement un petit nombre de pontes qui éclosent quinze jours 
ou trois semaines après leur formation: ce sont des bivoltins acci- 
dentels. 

Plusieurs pontes semblables furent réunies et les vers élevés en un 
seul lot : tous ces vers, au nombre de 500 environ, périrent flats de la 
seconde mue à la montée, sauf deux qui filèrent leurs cocons. C’est, 
du reste, le sort habituel de ces sortes de graines bivoltines élevées en 
masse. 

D’autre part, on préleva séparément, dans plusieurs autres pontes de 
même nature, des échantillons qui furent élevés chacun à part : trois 


(') Voir à ce sujet les prescriptions de l'ouvrage de M. Pasteur : Études sur la maladie 


des vers à soie, t. 1, p. 232. ; 
(7) Voir, au sujet de ces inégalités dans la prédisposition à la flacherie des différentes 
pontes d’un même lot, l'ouvrage de M. Pasteur, t. I, p. 213 et suivantes. 
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de ces échantillons périrent par la flacherie, de la deuxième à la troi- 
sième mue; un de la troisième à la quatrième mue; un autre perdit les 
deux tiers de ses vers, de la quatrième mue à la montée; un autre 
perdit 2 vers sur 20; un autre enfin donna 20 cocons sur 20 vers (*). 

L'expérience a confirmé, en 1871, ces résultats, qui témoignent 
d’une influence marquée des parents sur la ponte, et qui indiquent un 
moyen simple d'obtenir des cocons exempts de flacherie avec une va- 
riété de vers qui, dans le mode d’éducation ordinaire, serait con- 
damnée à périr. 

Cette expérience a été reproduite en 1871, sur une grande échelle, 
par M. Raulin, au Pont-Gisquet près Alais, avec des graines ordinaires. 
Cent dix pontes appartenant à trois lots différents, et formant environ 
1 + once, furent élevées séparément dans une même magnanerie, chaque 
ponte ayant son casier distinct. 

Quelques vers moururent çà et là avant la quatrième mue, mais la 
mortalité ne se fit sentir d’une façon un peu sensible qu’entre la qua- 
trième mue et la montée. 

Voici quel fut le résultat final : une quarantaine de ces pontes ne 
présentèrent ni un ver mort ni un cocon fondu, et furent de tout point 
irréprochables. Trente-cing environ eurent chacune r ou 2 morts (par 
la flacherie); dans une vingtaine, on compta 5, 6, 8, 10 morts; dix per- 
dirent le tiers, la moitié, les deux tiers de leurs vers; dans cinq ou six, 
enfin, il ne resta que 2 ou 3 cocons; et, pour chacun des trois lots, les 
résultats furent semblables. 

Ces résultats s’expliquent-ils par une influence héréditaire absolue 
et radicale comme l'hérédité de la pébrine? Nous ne le pensons pas. 
En d’autres termes, si toutes les pontes avaient été divisées en deux 
parts, et les deux moitiés de ces cent dix pontes conservées et élevées 
dans des conditions tres-diverses, nous ne croyons pas que les résultats 
de part et d’autre eussent présenté un parallélisme complet. Mais il est 
difficile de ne pas admettre que, dans les circonstances où elles furent 


placées, ces pontes avaient des prédispositions héréditaires différentes 
pour la flacherie. 


(') Nous ajouterons qu’on livra ces 20 cocons au grainage, et qu’en 1871 on obtint une 
récolte complète. 
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Au reste, ce résultat, quelque explication qu’on en donne, n’en est 
pas moins intéressant pour la pratique : si les cent dix pontes dont 
nous venons de parler avaient été réunies et élevées en un seul lot, 
vraisemblablement les vers malades auraient infecté les vers sains, et la 
chambrée aurait succombé en grande partie à la flacherie : si l’on met 
en doute cette hypothèse, on ne peut se refuser à admettre que la mor- 
talité eût empêché de‘faire grainer la chambrée : or, quarante de ces 
pontes ont pu être livrées au grainage en toute sûreté. 

Ce procédé d'éducation a donc sur le procédé ordinaire une supério- 
rité marquée relativement à la flacherie. Il est d’ailleurs, dans la pra- 
tique, beaucoup plus simple qu’on ne pourrait le eroire au premier 
abord; il offre toutes sortes de facilités pour le délitage des vers; il 
permet l'élimination des pontes défectueuses, à quelque titre que ce 
soit; l'étude de toutes les influences héréditaires; le choix des pontes 
qui présentent telle ou telle qualité, etc. 

Nous espérons qu'entre des mains exercées, il deviendra le plus sûr 
moyen d'obtenir des graines vigoureuses, à l’abri de la flacherie héré- 
ditaire, et fort peu exposées à la flacherie accidentelle. 


Contagion par vibrions. — Il résulte de nos nombreuses expériences 
de 1869, 1870, 1871, que l’on peut contagionner des vers avec succès : 
par les vibrions et les chapelets des vers morts flats; par ceux des 
chrysalides et des papillons; par ceux des fermentations de feuilles; 
par les poussières de magnanerie; à l’aide de différents procédés : 

1° En enduisant de vibrions les œufs avant l’éclosion:; 

2° Par nutrition, en enduisant de substances contagionnantes les 
feuilles qui servent à la nourriture des vers; 

3° Par piqûre, soit sur les vers, soit sur les papillons; 

4° Par mélange de bons et de mauvais vers; 

5° Par accouplement des papillons femelles avec des mâles dont 
l’extrémité postérieure a été trempée dans un liquide à vibrions. 

En général, les vers contagionnés par ces divers moyens s’inégalisent 
peu à peu, se mettent en retard sur les vers du lot témoin, prennent 
des allures plus lentes, et finissent par mourir avec les caractères exté- 
rieurs de la flacherie. En même temps, des vibrions de diverse nature 
apparaissent dans leur organisme. Si les vers ont été contagionnés par 
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nutrition, les vibrions se montrent d’abord dans l'intestin; ce n’est 
qu'au moment de la mort, ou même après, qu'ils passent dans le 
sang; c’est alors que le ver noircit; s'ils ont été contagionnés par 
piqûre, les vibrions inondent d’abord le sang, puis très-rapidement 
l'intestin. Ces caractères se reproduisent également dans la flacherie 
naturelle. 

Les papillons contagionnés par piqüre se remplissent de vibrions et 
ne tardent pas à mourir; les femelles contagionnées par accouplement 
meurent aussi en offrant d’abord des vibrions dans la poche copula- 
trice, puis dans tout l'organisme. Ces caractères se produisent aussi 
naturellement dans les grainages ordinaires chez certains papillons qui 
meurent prématurément : les uns ont des vibrions dans tous leurs or- 
ganes, les autres en ont seulement dans la poche copulatrice, suivant 
une observation très-exacte de M. Chiozza. 

La marche de la contagion par vibrions ne présente pas la même ré- 
gularité, la même simplicité que la contagion par corpuscules : 1° le 
temps qui sépare le moment de la contagion du moment de la mort 
du ver à soie peut varier de douze heures à trois semaines; le ver peut 
même échapper complétement à l'influence du vibrion; 2° la relation 
entre l’époque d’apparition du vibrion et l’époque de la mort du ver ne 
suit pas les mêmes lois que celles qui sont propres au corpuscule de la 
pébrine. Souvent les vers dépérissent déjà ets’inégalisent sensiblement, 
qu’on ne découvre pas encore d'organismes dans leur intérieur; quel- 
quefois même des vers, principalement des vers contagionnés dès 
l’éclosion, sont morts avec les caractères extérieurs de la flacherie, 
sans qu’on ait pu y découvrir de traces apparentes d'organismes vivants, 
en explorant avec tout le soin possible une goutte du liquide provenant 
du ver broyé dans un peu d’eau. Alors pourtant, on ne saurait le nier, 
la matière contagionnante était la véritable cause de la maladie; mais 
probablement le vibrion se localisait dans quelque organe restreint et 
y exerçait des ravages mortels. Peut-être aussi doit-on se demander si 
la maladie qui a causé la mort dans ces conditions doit être confondue 
avec la flacherie 

La rapidité d’action des vibrions sur le ver à soie contaminé dépend 
d’une foule de circonstances : 


Elle dépend du mode de contagion : par exemple, tandis que les vers, 
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infectés par nutrition à l’aide de vibrions de ver, meurent dans un 
espace de temps compris entre six et quinze jours, nous avons vu des 
vers piqués avec ces mêmes vibrions mourir après deux ou trois jours; 
les papillons piqués avec ces mêmes vibrions mouraient en moins de 
vingt-quatre beures; lorsque la contagion eut lieu par accouplement, 
la mort fut plus lente à venir. 

Elle dépend aussi de la nature de la substance contagionnante. Dans 
une foule d’expériences nous avons vu les vibrions de feuilles de mürier 
fermentées se montrer bien moins actifs que les vibrions de vers morts- 
flats : tandis que les seconds amenaient la mort en sept ou huit jours, 
les premiers ne faisaient périr les vers qu’en douze ou quinze jours, 
et encore partiellement. Il y a plus: de bons lots de vers, élevés dans 
des conditions normales, et contagionnés à l’éclosion par vibrions de 
feuilles fermentées, ne sont pas tous morts avant de tisser leurs cocons; 
d’autres reçurent un repas de vibrions de feuilles entre la première et 
la deuxième mue, et échappèrent complétement à la contagion. 

Tous les vibrions de ver n’ont pas d’ailleurs la même activité : les 
vers contagionnés avec la substance de gros vers morts-flats vers la 
montée, noirs et remplis de vibrions dans l'intestin et dans le sang, sont 
morts tres-rapidement en vingt-quatre ou quarante-huit heures. 

La rapidité de la contagion varie aussi avec la nature du ver conta- 
gionné : certaines espèces de vers, en particulier les vers atteints de la 
pébrine, les vers fortement prédisposés à la flacherie, des vers élevés 
tardivement contagionnés à l’éclosion, certaines pontes délicates de 
bivoltins accidentels des races indigènes nous ont paru éprouver très- 
rapidement les effets de la contagion par vibrions. 

Les circonstances d'éducation peuvent aussi exercer sur ce phéno- 
mène une grande iufluence : en première ligne, nous placerons la tem- 
pérature du ver contagionné : la mortalité, après la contagion, a tou- 
jours été moins rapide dans des lots élevés à la températnre de 16 degrés 
que dans des lots élevés à 25 degrés, soit constamment, soit après la 
contagion; c’est lorsqu’on a soumis des vers à des variations brusques 
de température que l’activité du vibrion a atteint son degré maximum. 
Exemple : 

Le 25 mai 1870, on donne un repas de vibrions à 25 vers élevés à 
16 ou 18 degrés. La mortalité ne commence que le 3 juin, lorsque les 
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vers sont sur le point de monter à la bruyère, et on obtient 10 cocons. 
Le même jour, on donne un repas de vibrions à 25 vers placés, le jour, 
au soleil, la nuit au froid; le 29 mai, 5 vers meurent, et le 3 juin tous 
ont disparu. 


De la flacherie naturelle. 


Les considérations dans lesquelles nous sommes entrés expliquent 
les allures générales de la flacherie naturelle. 

Pourquoi la pébrine présente-t-elle une marche si simple et si régu- 
lière comparativement à la flacherie? 

C’est que les corpuscules ne peuvent se transmettre que du papillon 
femelle aux œufs, et par suite aux vers qui en sortent, et de ceux-ci 
aux vers sains par contagion. Or la contagion des corpuscules mar- 
chant toujours avec régularité et avec des vitesses peu différentes, il 
en résulte qu’une graine périra par la pébrine ou lui résistera, selon 
que les producteurs seront ou non corpusculeux. Il n’en est pas de 
même de la flacherie : ici l’hérédité n’est plus qu’une prédisposition 
plus ou moins grande des vers à être attaqués par les ferments du genre 
vibrion; d’un autre côté, le développement de ces derniers varie consi- 
dérablement avec une foule de circonstances extérieures : on conçoit, 
dès lors, qu'une graine héréditairement prédisposée à la flacherie 
puisse lui échapper dans des circonstances exceptionnellement favo- 
rables, tandis qu’au contraire, la graine la plus saine périra dans des 
conditions mauvaises. Tous ces cas s’observent en effet dans la pratique 
industrielle. 

Nous nous sommes assurés que les effets de la température sur la 
contagion artificielle se reproduisent également sur la contagion natu- 
relle, quoique avec moins d'intensité. Mais il existe sans doute beau- 
coup d’autres circonstances influentes dont la recherche serait fort 
utile : plusieurs faits autorisent à penser que les conditions d’hivernage 
de la graine ne sont pas à négliger à ce point de vue; aux faits connus 
nous ajouterons le suivant: en 1869 et 1870, nous avons vu de la 
graine provenant de chambrées qui avaient péri presque en totalité 
par la flacherie périr complétement par cette maladie, à partir de la 
deuxième ou de la troisième mue. En 1871, au contraire, après un 
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hiver exceptionnellement rigoureux, sur plusieurs échantillons de 
graine provenant également de chambrées à mortalité presque com- 
plète, pas un ne périt avant la quatrième mue, et plusieurs donnèrent 
une récolte satisfaisante. 

Les corpuscules qui infectent habituellement les éducations ne peu- 
vent venir que de l’intérieur des œufs de l’année; il n’en est pas de 
même des vibrions et du ferment en chapelets de la flacherie. On n’a 
pu jusqu'ici découvrir dans les œufs de vers à soie le ferment en cha- 
pelets. 

Cependant M. Pasteur a découvert des vibrions dans quelques œufs 
mal fécondés, dans lesquels ils n’avaient guère pu s’introduire que par 
l'intermédiaire des mâles. : 

Quoi qu’il en soit, les vibrions de la flacherie viennent du dehors en 
général; en particulier on conçoit qu’ils peuvent venir de la surface 
externe des œufs, et l’on comprend dès lors l’utilité de laver la graine 
avec soin. Car si les corpuscules perdent rapidement leur vitalité au 
contact de l’air, il n’en est pas de même des germes des vibrions. Les 
poussières de magnanerie sont certainement un foyer dangereux de ces 
mêmes vibrions, et la purification des magnaneries par le chlore peut 
être efficacement recommandée contre la flacherie, car nous nous 
sommes assurés de l’action délétère du chlore sur les vibrions. Quant 
aux bons effets du chlore sur une chambrée pendant l’éducation, même 
pour détruire les vibrions de l’atmosphère ou de la feuille, ils sont pour 
le moins tres-contestables. En 1870, nous avons élevé, dans une salle 
dont l’air était sans cesse fortement imprégné de chlore, de bons vers, 
des vers prédisposés à la flacherie, de bons et de mauvais vers mélan- 
gés, et ces divers lots ont eu des réussites très-diverses, exactement 
comme les mêmes vers élevés dans l’air pur. 

Considérée à un point de vue général, la flacherie n’est pas un acci- 
dent dans l’éducation des vers à soie ; nous avons prélevé sur une 
graine excellente, conservée dans la glace après l’hiver, divers échan- 
tillons que nous avons élevés avec tous les soins possibles, à diverses 
époques de l’année : le lot élevé à l’époque normale des éducations 
donna une récolte complète; dans les suivants, la flacherie se montra 
de plus en plus promptement, à mesure qu'avançait la saison. Elle 


apparut d’abord entre la quatrième mue et la montée, puis entre la 
de 
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troisième et la quatrième mue, enfin entre la deuxième et la troisième 
mue, dans les lots nés vers la fin du mois de mai, époque à laquelle la 
flacherie sévit en plein dans les éducations. Deux échantillons de la 
même graine furent élevés un peu plus tard, après les éducations; 
cette fois, ils marchèrent mieux : le premier ne commença à périr 
qu’un peu avant la troisième mue, le second avant la quatrième mue. 
Telle est la marche régulière et constante de ce phénomène : elle parai- 
trait s'expliquer par l’abondanee dans l'air, à une certaine époque, des 
germes de vibrions provenant des éducations envahies par la flacherie. 


Sur les cristaux des tubes de Malpighi. 


Si l’on étudie les cristaux des tubes de Malpighi dans un lot de bons 
vers à divers âges, on découvre bien vite que ces cristaux augmentent 
après chaque mue jusqu’à la mue suivante, pour disparaitre aussitôt 
que le ver s’est dépouillé de sa peau : on les retrouve alors sous forme 
de poussière à la surface de la peau nouvelle. Après la quatrième mue, 
ces cristaux augmentent encore jusque trois ou quatre jours après la 
mue, puis diminuent lentement sans disparaitre à mesure qu’augmente 
la sécrétion de la soie. 

Or la flacherie suit à peu près les mêmes phases : lorsque la cause 
contagionnante n’est pas très-intense, la mortalité dans un lot qui doit 
mourir flat se montre au moment d'une mue, et frappe les vers en 
retard qui n’ont pu muer, ceux qui, par conséquent, ont les tubes de 
Malpighi gonflés de cristaux. 

Après la quatrième mue, la flacherie retarde énormément la forma- 
uon de la soie et la montée; il y a arrêt dans les fonctions principales 
du ver, celles même qui coincident avec la disparition des cristaux des 
tubes de Malpighi. On comprend donc qu’il y aura arrêt dans le départ 
des cristaux, tandis que d’autres continueront à arriver : de la accumu- 
lation. Il n’existe done qu’une simple coincidence que l’on retrouverait 
probablement dans beaucoup d'autres affections, et qui n’a rien de né- 
cessaire, entre l'abondance des cristaux des tubes de Malpighi et les 
vers atteints de flacherie que la maladie ratarde dans leur mue. La 
meilleure preuve que nous en puissions donner est celle-ci : on peut, 
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par piqûre avec vibrions de vers et à 25 degrés, faire périr un ver par 
flacherie en douze heures: s’il est sorti de mue depuis peu de temps, 
il n’a alors qu’une quantité de cristaux insignifiante; d’ailleurs, dans 
un lot de vers qui périt de la flacherie naturelle, on en trouve, lorsque 
la mortalité est intense, qui meurent au sortir de la mue : ceux-là ne 
renferment presque pas de cristaux. 

Jusqu'ici, nous ne connaissons pas le moyen de faire varier à volonté 
la quantité des cristaux, et, en même temps, l’état de maladie du ver. 

Au contraire, nous avons le moyen de propager à volonté le vibrion 
dans le ver à soie comme dans un terrain naturel, et il est démontré 
que, parallèlement à ce développement, apparait la maladie du ver. 

Que conclure de là, sinon que l’étude des cristaux n’a pour la fla- 
cherie qu’une importance secondaire, tandis que la relation de simul- 
tanéité entre la flacherie et la présence du vibrion dans le ver malade a 
une importance capitale; qu’en un mot la théorie de la flacherie est 
fondée par les expériences de M. Pasteur. 


Paris, septembre 1871. 
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DE L'ÉQUILIBRE 


ET 


DU MOUVEMENT DES CORPS PESANTS 


EN AYANT ÉGARD 


AUX VARIATIONS DE DIRECTION ET D'INTENSITÉ DE LA PESANTEUR, 


Par M. V. PUISEUX, 


MEMBRE DE L'INSTITUT DE FRANCE. 


Dans les questions relatives à l’équilibre et au mouvement des corps 
pesants à la surface de la Terre, on raisonne ordinairement comme si 
cette surface était immobile et que les actions de la pesanteur sur des 
molécules de masses égales fussent égales et parallèles entre elles : on 
admet aussi que la direction commune de ces actions reste constante 
relativement aux objets terrestres réputés immobiles. Les résultats 
fondés sur ces suppositions, bien que suffisamment approchés dans la 
plupart des cas, ne sont cependant pas absolnment rigoureux. En effet, 
à prendre les choses à la rigueur, la pesanteur, à un instant déterminé, 
varie d'intensité et de direction quand on passe d’un point à un point 
voisin ; en outre, les actions du Soleil et de la Lune sur un point de la 
surface de la Terre n’étant pas tout à fait égales et parallèles aux actions 
de ces astres sur le centre de notre globe, il en résulte, dans la gran- 
deur et la direction de la pesanteur en chaque point, des changements 
continuels qui sont rendus manifestes par le phénomène des marées. 
On se propose d’examiner ici comment ces diverses circonstances mo- 
difient la théorie ordinaire de l’équilibre et du mouvement des corps 
pesants. 
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On nomme poids d’une molécule matérielle une force égale et con- 
traire à celle qui, appliquée à cette molécule supposée libre, la main- 
tiendrait dans la position qu’elle occupe relativement aux objets ter- 
restres : la direction de cette force est ce qu’on appelle la verucale. 
Comme on vient de le rappeler, la grandeur et la direction du poids 
dépendent, pour une méme molécule, et de la position qu'elle occupe 
et de l’époque que l’on considère. Ainsi, quand on dit qu'une droite 
est verticale, il faut entendre qu’elle l’est pour un de ses points; car, 
en général, elle ne le sera pas pour tout autre point pris sur sa direc- 
tion. Il faut entendre également qu’elle est verticale pour une certaine 
époque; car, à une autre époque, la direction de la pesanteur au point 
considéré ne sera plus la même, 

Je cherche dans le présent Mémoire comment doivent être modifiées 
les formules qui servent à déterminer le mouvement d’un corps pesant 
lorsqu'on veut tenir compte de ces petites variations de la pesanteur; 
j'applique ensuite à quelques questions particulières les formules ainsi 
complétées. 

J'en déduis, par exemple, l’angle que la direction d’un fil à plomb 
fait avec celle de la verticale du point de suspension : ce petit angle, 
qu’on pourrait chercher à déterminer expérimentalement par des 
moyens optiques, est lié à l’aplatissement de la Terre, et s’il était pos- 
sible de le mesurer avec précision, on en conclurait l’aplatissement 
par une observation faite en un seul lieu. 

Je cherche encore, à l’aide des mêmes formules, la figure d’un fil 
pesant suspendu par une de ses extrémités, les lois de la chute d’un 
point pesant dans le vide, le mouvement d’un solide pesant assujetti à 
tourner autour de la verticale de son centre de gravité. Je trouve que, 
dans ce dernier eas, l’équilibre n’est pas indifférent et n’a lieu que dans 
deux ou quatre positions déterminées, en sorte que le corps, écarté 
d'une position d'équilibre stable, tendrait à y revenir par une suite 
d’oscillations très-lentes. 

La plupart de ces conséquences ne sont guère susceptibles d’une 
vérification expérimentale; mais l'analyse d’où elles sont tirées pourra 
trouver son application dans quelques recherches délicates, et j'ai 
pensé qu'il y aurait quelque utilité à la développer. 
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| ge Expressions des composantes de l'attraction terrestre. 


Nommons yp. la masse de la Terre, du. un élément de cette masse, 
u la distance de l’élément dy à un point extérieur M, f l'attraction de 
Punité de masse sur l’unité de masse à l’unité de distance : on sait que 
les composantes de l'attraction terrestre sont les dérivées partielles par 
rapport aux coordonnées du point M de l'intégrale 


t= fe, 
u 


étendue à la masse entière du globe. 

Nous considérerons la Terre comme formée d’un noyau solide recou- 
vert d’une couche liquide; nous supposerons que le noyau solide est 
formé de couches à peu près sphériques dans chacune desquelles la 
densité est constante, et nous regarderons la surface libre de la couche 
liquide comme étant celle d’un ellipsoide de révolution autour de l’axe 
de rotation du globe. Ces hypothèses admises, la théorie de l'attraction 
des sphéroides montre que l'intégrale T reste la même pour tous les 
points situés sur un même parallèle. 

Soient Cé, Cy, Cg trois axes rectangulaires passant par le centre de 
gravité C de la Terre, dont l’un Cg coincide avec l’axe de rotation et 
soit dirigé vers le pôle boréal, tandis que les deux autres tournent avec 
la Terre; nous supposerons ces derniers dirigés de telle sorte que la 
rotation se fasse de CE vers Cy. Si l’on nomme &, a, & les coordonnées 
du point M par rapport à ces axes et qu’on fasse 


VE + un? = p, 
T sera une fonction des seules variables p, €, et nous pourrons écrire 
T= 9(p à). 


Pour la suite des calculs, il sera commode d’adopter d’autres axes de 
coordonnées Ox, Oy, Oz ayant leur origine pres de la surface de la 
Terre dans le plan méridien €C¢; les axes Ow, Oz seront situés dans 
ce même plan; l’axe Oz, dirigé vers l’intérieur de la Terre, ira passer 
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près du centre dans une direction que nous préciserons plus tard ; 
l'axe Ow sera dirigé du côté du nord; l'axe Oy sera parallèle à Ca et de 
même sens, c’est-à-dire dirigé vers l’est. 

Si l'on nomme « et y les valeurs de & et de ¢ pour le point O, si de 
plus on désigne par X langle que Oz, prolongé vers le haut, fait 
avec CE, on aura les formules de transformation 


E—a—xsinÂ—z2cosà, n=y, C—=y+zxcosÀ— sina. 


Le corps pesant dont nous nous occuperons sera toujours situé à une 
distance du point O très-petite comparativement aux dimensions de la 
Terre : æ, y, z seront alors des quantités très-petites, que nous regar- 
derons comme du premier ordre, et, en négligeant les termes du troi- 
sième ordre, nous aurons 

2 : 


= = se? | y 
os VP+ = VE + y= b+ —a—xsinÀ — 2 cosÀ + es 


DE 


Il s’en suivra, au même degré d’approximation et en nommant @ la 
quantité o(x, 7), 


ee dO : ; d6 SN 1: dû +: 
1 = 0— = (x sin + 3 COSÀ) +- dy © COSÀ — 2 sind) + PR 
, d?0 ; re Se 
+4 FEC Sin À + 2 cosa) Late eae 
is sad 10.4 j À > À ? 7 Gi À 
da dy (æ sinÀ + 3 cosÀ)(æcos— zsinÀ), 


ce que nous pouvons écrire 
T=0—ax— by + fey? + 0x + exz +ifz, 
en posant, pour abréger, 


kee do d?0 ag d?6 
Le CNT res — —— sin?) + RL ee ' 
a= sin meee 0 qq Sin À dy? cos?A — 2 dady sin À COS À, 


re ral ‘PO. POY. 2 
b = "7 cosas dy sin}, <= (Te — 7) sin À COS} — dE (cos? À — sin’À), 


or ae pas ŒO . eo. 
Crea Tre r FPR Ay TRE LEE sind cosa, 
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Observons a présent que les dérivées de T, prises par rapport aux coor- 
données æ, y, = du point M, expriment les composantes de l'attraction 
terrestre sur une masse égale à l'unité et située en M : ces composantes 
ont done pour valeurs | 

dT aT aT 


Te ene © ee: dys, FF meat CT 


où les quantités négligées sont très-petites du second ordre. 


Il. — Composantes des forces provenant des actions du Soleil 
et de la Lune. 


Nommons P l'attraction qu’exerce le Soleil à l’époque ¢ sur une unité 
de masse située au point M, P, l'attraction exercée par le même astre 
sur une unité de masse placée au centre de la Terre, Q la résultante de 
la force P et d’une force égale et contraire à P,. On sait que, pour tenir 
compte de l’action du Soleil dans la recherche du mouvement du point M 
par rapport aux objets terrestres, on doit considérer ce point comme 
soumis à la force Q. On aura pareillement égard à l’action de la Lune, 
en supposant le point M soumis à une force Q’ qui sera la résultante de 
l'attraction réelle de la Lune sur le point M, et d’une force égale et con- 
traire à l’attraction de cet astre sur le centre de la Terre. 

Ajoutons cependant que le Soleil et la Lune exercent, en outre, une 
action indirecte sur le point M par la déformation qu’ils occasionnent 
dans la surface des mers, et qui constitue le phénomène des marées. 
Cette déformation altère à chaque instant l'attraction moyenne de la 
Terre considérée dans le paragraphe précédent; en sorte que l’attrac- 
tion réelle peut être considérée comme la résultante de l’attraction 
moyenne et d’une petite force Q”. 

Les trois forces Q, Q’, Q” peuvent être composées en une seule R, qui 
sera très-petite en comparaison de la pesanteur, et qui variera avec le 
temps; mais nous pourrons négliger les variations qu'elle éprouve à 
une même époque avec la position du point M, toujours supposé voisin 
de l’origine O. Si done nous désignons par les lettres H, J, K les com- 


1. 
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posantes de cette force R suivant Ox, Oy, Oz, nous pourrons regarder 
H, I, K comme indépendantes de a, y, z, et leur attribuer, au point M, 
les valeurs qu’elles ont au point O (*). 


III. — Composantes de la force effective. 


Pour appliquer le principe de d'Alembert au problème du mouve- 
ment d’un corps pesant, nous avons besoin des composantes, parallèles 
aux axes des coordonnées, de la force effective pour chaque point du 
corps, c’est-à-dire de la force qui donnerait à ce point supposé libre 
le mouvement qu'il a réellement. Les axes Cë, Cy tournant uniformé- 
ment autour de C£, on sait qu'on a pour les composantes de la force 
effective suivant ces trois directions les expressions 

dé dn d'a dz PC 


ou = AN 00. — 03 sn 
de ee oe 2 D Te” 


où la lettre w désigne la vitesse de rotation de la Terre autour de son 
axe. 

En ajoutant les projections de ces composantes sur chacun des axes 
Ox, Oy, Oz, on aura les composantes parallèles à ces derniers axes de 
la force eflective, savoir : 


ae din Nea dé 
eae (i — 26) dt =") :) sin À + di COS À, 


aye 4 dé * 
—— 0) — — 6)*1 
pe ert hy ees 
ae da RE LES 
cz (A — 20 —= 6) :) COS À — PPh sina, 


(') Si Pon ne voulait pas regarder la figure moyenne du sphéroïde terrestre comme étant 
is , se : AE TNT 
exactement de révolution, il faudrait encore, aux composantes RME de l'attraction 
dirvodyaede 
terrestre calculées dans l'hypothèse du sphéroïde de révolution, ajouter celles d'une très- 
petite force; on pourrait alors supposer ces petites composantes comprises dans H, I, K. 
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ou bien, en substituant pour &, 4, ¢ leurs valeurs en x, y, z, 


dx dy 

mr + 26 Sind Fr + wo? sind.« — vw? sin?À.x — w°?sinÀCosàÀ.2z, 
dy dx dz 

Te — 20 SNA TE — 26 C0SÀ Te — y, 

az 


dy 
cre =e 20 cosh a + 20° C0S À.æ@ — w’SiINA COSA. x — w? COS?A. z. 


2, A 
EVete Equations du mouvement d'un corps pesant. 


Considérons un corps soumis aux actions de la Terre, du Soleil et de 
la Lune, et dont chaque molécule peut être sollicitée en outre par une 
force donnée ®, dont les composantes dirigées suivant Ox, Oy, Oz et 
rapportées à l'unité de masse seront appelées A, B, C. Si à ces compo- 
santes on ajoute celles de l'attraction terrestre (paragraphe I), celles 
de la force R (paragraphe II) et enfin les composantes prises avec des 
signes contraires de la force effective (paragraphe III), on obtiendra 
les composantes X, Y, Z de ce qu’on nomme la force perdue pour le 
point M du corps et pour l’unité de masse. 

On trouvera ainsi 


X=A+H— a — w'sinÀ.x+(0 + w’sin’À)x 
dy @x 
+(e + ’sinAcosaA)z — 2wsinÀ Re roe 


{2 
Y=B-+I1 +(c-+ot)y + 2nsinn & + 2008 oa 


Z=C+K —b— w?cosd.a+ (e + w' sind cosa) # 


d d? 
+ (f + w*cos?A)z — 20 cosh A re a 


Si donc on nomme 7m la masse de la molécule située en M, l'équilibre 
qui, d’après le principe de d’Alembert, doit avoir lieu à chaque instant 
entre les forces perdues, pourra être exprimé par l'équation des vitesses 


virtuelles 
Ÿ m( Xda + Yoy + Z0z)=0, 
Saal 
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et pour déduire de là les équations diflérentielles du mouvement, 1 
suffira, dans chaque question particulière, d'exprimer les variations 
da, dy, ds au moyen de quantités indépendantes. 

Nous simplifierons les expressions de X, Y, Z en supposant que la 
direction de l’axe Oz soit celle de la pesanteur moyenne au point O, 
c’est-à-dire de la pesanteur qui aurait lieu en ce point, si les forces 
H, I, K provenant des actions du Soleil et de la Lune cessaient d’exis- 
ter. En effet, nommons g l'intensité de cette pesanteur moyenne, c’est- 
a-dire le poids qu’aurait en O l'unité de masse dans l'hypothèse qu'on 
vient de formuler; les équations X = 0, Y=o, Z=o devront être 
vérifiées si l’on y suppose x, y, z constamment nulles et qu’on y fasse 
en outre 


| 
5 


LED, Wo, CS 2, Ho) lone 


Il suit de là 


a+osinÀ.æ—0, g+b+wcosÀ.x—o, 


et, par conséquent, les valeurs de X, Y, Z pour un point quelconque 
M se réduisent aux suivantes : 


XAG He Dr kee sean eee 
dt dt? 
Z dx dz Py 
= B ù Pt - ey 
Y +I + Gy+ 20 sin? re + 2 COSA arty 


Z=g+C+kK+Ex+ Es 20 00) D 
at ar 


où l’on a fait pour abréger 


d+o7?sinA=D, e+ *sinkcosA=E, f+o'*corvA=F, c+o’=G. 


Nous dirons que l'axe Oz, ainsi défini, est la verticale moyenne du 
point O, et que l’angle d est la latitude moyenne ou simplement la lati- 
tude du même point. 

Nom AC à l’é ry 

mons T la pesanteur vraie au point M, à l'époque £, et U, V, W 
ses trois composantes. Pour maintenir en équilibre, au point M, une 
nolécule entièrement libre de masse égale à 1, il suffirait de lui appli- 
quer une force égale et contraire à T : les équations X= 0, Y =o 

> ae ’ 
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Z=odoivent donc être vérifiées quand on y suppose constantes les 
coordonnées a, y, z et qu’on y remplace A, B, C par — U, — V, 
— W. On en conclut 


U=H+Dz+Ez, V=l+Gy, W=g+K+Ex+Fz. 


V. — Calcul numérique des coefficients D, E, F, G. 


Nommons r la distance du centre C de la Terre à un point quelcon- 
que M, et ¢ l'angle de la droite CM avec l’axe de rotation Cg. Dési- 
gnons en outre par & l’aplatissement de la surface de la mer que nous 
supposons elliptique et de révolution; l’équation de cette surface 
pourra, si l’on néglige le carré de a, être écrite 


r=R[r+w(i—cosv)], 


R étant une constante. De là et des hypothèses admises dans le para- 
graphe I sur la constitution du sphéroide terrestre il suit que l’inté- 


F fdu : es à 
erate Le fe, pour un point extérieur M, est donnée par la formule 


ral + (2) peta 08 


9 
2 ie 


où 9 désigne le rapport de la force centrifuge à l'attraction à l’équa- 
teur. (Voir Mécanique céleste, Livre III, n° 35.) Dans la deuxième partie 


du second membre, on peut, à cause de la petitesse du facteur « — =, 


fp. 


prendre w°R pour la force centrifuge à l'équateur et 5; pour Vattrac- 


tion au même lieu. Il en résulte 


oy RS o)? RS 


et par conséquent 
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Si donc on observe qu'on a 


r= Ve®+ CS MCOSVE— Vee 


et que l’on fasse 


on aura | 
T — fu PEN En 

Tae SE ee 

La quantité désignée par @ dans le paragraphe 1 se déduit de T, en y 


remplaçant p par @ et ¢ par y; on trouve ainsi 


à" fu LE eye Ja 
Va + a 3(a?+ yy? 
On déduit de là 
ad Ve ge LER ae LS at) 
5 (at ya) (a+ y)? 
dé fy ——_s a BS (3a?— 2") 
dy eee awe 
(a? + y?) (a? + y?) 
dO_ fu(2æ—y) n'R(4ax— 27ax°y° + By‘) 
FE a LE Co AE 2 ; 
(a? +-y?)? (a? + y?)? 


@6  fyu(2y?— a?) nWRi(3a' — 2hary? + 8y') 
dy EE = fom 


(a HORS CRE ay 
d0 3fuay 4 SnRay(3e—4y) 


9 


(a?-+ y?)? (a? -+ y?)? 


Soient Ola distance du point O au centre C de la Terre et v angle que 
le rayon CO fait avec l'axe CE ou avec le plan de l'équateur, de sorte 
qu’on ait 

a=dcosv, »=—Osinv: 


mettons ces valeurs de @ et de y dans les formules précédentes et ob- 
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servons que dans les termes multipliés par 2° on peut remplacer le 


R fer STE 
rapport ~ par lunité; il viendra 


d§ fu 

Po + coSu— n?dcoSu(cos?u — 4sin’v), 

d9 f 

Fa = ~ = sinu — n°0 sinu(3cus?u — 2sin’v), 

do fu ; » A : 

Ae (2c0s’v — sin’v) + n?(4 cos'u — 27sSin’?ucos?u + 4sin‘v), 

d?6 fu. 

dy ies + (cos’u — 2sin?v) — n?(3costu — 24sin’ucos*u + 8sin'u), 
d?6 3fp., ; ; - 
nae = jr Sinvcosy + 5n? sin ucosu(3cos?u — sin?v). 


Avant de substituer ces dérivées partielles dans les expressions de a, 
b, c, 0, e, f, il convient d’y introduire à la place de langle v la latitude 
À du point O, dont la différence avec v est de l’ordre de l’aplatissement 
de la Terre. Pour évaluer cette différence, nous observerons que la sur- 
face de niveau moyen qui passe au point O coupe le plan C& suivant 
une courbe méridienne dont l’équation est 


I 
0 + = w? a? = const. 


dé 


Le rapport qo exprime done la tangente de l’angle que fait avec 
— + ox 
da 

l'axe Cé la normale en O à la surface de niveau, c’est-à-dire la tan- 


gente de la latitude du point O, et l’on a l’équation 


d6 
Ti ay = tangi, 
a + wo 
ou bien 
" cos À — A sin À — w?d cosu sin À — 0. 
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Remplaçons Seo ” par les valeurs trouvées tout à l'heure, et obser- 


vons que, dans ns termes multipliés par »? ou par 7’, il est;permis 
d’écrire x au lieu de v; il viendra 
1H. ; 
sy sin (A—v) = (2n?-+ o?)d sin À COS À, 
et comme on peut confondre le petit are À —v avec son sinus, on tire 
de Ja 
: 2n?+m7) do. 2 

se P(A-v= (2n?-+ w?)dsinAcosA, v=A— ee sin À COS À. 

[4 L 
En substituant cette valeur de v dans les dérivées partielles de @ et 
négligeant le carré de À — , nous trouverons 


= + COS À —- (2 n° + w?) 0 sin? À COS À — n°0 cos À (cos? À — 4 sin’À), 
73 ot sin À + (2n?+ )d sind cos?A— n?d sind(3 cos?A— 2sin?A), 
= a #2 cos?A— sin’ À) + 6(2n?+ w*)sin?Acos?A + n*(4 cos‘A—27sin?Acos?A+4 sin‘), 
ri = (cos?A — 2sin?A) — 6(2n?+10)sin?A cos*A—n?(3 cos‘A—24sin?A cos?A+8sin‘A), 
d*6 __ 3fp. 
sinAcosA — 3(2n?+-w?)sin AcosA(cos?A— sin?A) + 5n'sinÀ cosa(3 cos’ À — 4 sin’). 


dady dy ER 


A l’aide de ces formules et des expressions de a, b, 0, e, f, données 
dans le premier paragraphe, nous formerons les valeurs suivantes de 
ces quantités : 


a = — w° dsin À Cos À, 
lp. : 

b =— Gr — n’d(cos*A— 2sin°1), 
) — fu 2 32 Asin? 

0 =— —n (30s A—4sin?)), 
=(3?— 2n?)sind cosa, 
MNT 

f= + 4n?(cos?A — 2sin?à). 
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Reprenant ensuite la valeur de sous la forme 


? 


d9 f po n? Rea(4y?— a’) 
D Pere Aare : 
(27+ 7") (ae yt)" 


nous en conclurons 


El do ae fp. ea ye) 
a do = zs 
(a? y") (a? y?)’ 
ou bien 
c= — = — n’?(cos?A — 4sin’A). 


Nous avons trouvé ci-dessus 
b+’ cosh. a+ g=0; 


mettons pour b la valeur que nous venons d’obtenir et observons que 
dans le terme »?cosd.a il est permis de remplacer « par 9 cos), il 
nous viendra 


fu. : 
~ = — n°0 (cos'A — 2sin?À) + w7dcos’A+ g=o, 
d’ou 
f g ‘ 
== 5 + 0? cos? À — n?( cos? — 2sin°À). 
° fu . Rs 
Substituons pour — cette valeur, et les expressions précédentes de c, 


d,e,f deviendront 


Ce = — 8 — w?cos?A + 2n’sin?A, 
oO . 
d=—% —(w?+ 2n?) cos? + 2n’?sin?), 


e = (3w?— 2n)sin À cosa, 


fos al + 2(@? + n?)cos?A — 4n’? sin’), 
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formules d’où l'on conclut enfin celles-ci 


D=— &—(or+ on?) (cos? — sin?A), 


E = 2(20?— n’)sinAcosa, 


as 


E= “8 -+ (3m? + 27) cos?A—4n’sin’? À, 


G=— £ + (w?+ 2n?) sin’A. 


On se rappellera que, dans ces seconds membres, les nombres 7? et w° 


sont petits par rapport a 8 et que leurs rapports a cette fraction sont 


de l’ordre de l’aplatissement de la Terre : quant aux quantités négli- 


oO ‘a mS 
gées, leurs rapports à © sont de l’ordre du carré de l'aplatissement. 


Lorsqu'on voudra réduire ces formules en nombres, on devra y 
5 gs . 5 . 
substituer les valeurs de 3 et de À qui se rapportent au point particu- 


lier O pris dans le voisinage du corps dont on s'occupe : quant aux 
nombres w? et n°, nous pouvons les calculer une fois pour toutes. 
D'abord, w exprimant la vitesse de rotation de la rotation de la Terre, 
si nous prenons la seconde pour unité de temps, nous aurons 


— _*" _, et par suite 
eee soi: Saks 


6)? = 0,000 000 005 318. 


Pour calculer n°, dans la formule 


nous remplacerons »” par la valeur qu'on vient de trouver, ¢ par le 
1 1 . 
nombre ———— et 5 par le nombre — rait é av 
289.44 P 509” qui parait être la valeur la 
plus probable de l’aplatissement; nous obtiendrons ainsi 


n° = 0,000 000 002 489. 


Quant au calcul numérique des quantités H, 1, K, nous ne le déve- 
lopperons pas ici; il serait inutile pour ce qui va suivre. On s’assurera 
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aisément que les rapports à la pesanteur g des parties de H, I, K qui 
proviennent des actions du Soleil et de la Lune sont toujours inférieurs 
à la fraction 0,000 000 2. 

Je vais maintenant appliquer l’analyse précédente à quelques ques- 
tions particulières. 


VI. — De l'angle que fait un fil à plomb avec la verticale 
du point de suspension. 


J'entends ici par fil à plomb un fil dont la masse soit négligeable par 
rapport à celle du poids qu’il supporte; il est clair qu'il se dirige sui- 
vant la verticale de son extrémité inférieure, et non pas suivant celle 
de son extrémité supérieure. Nous nous proposons de trouver l'angle 
de ces deux verticales. 

Plaçons l’origine O de nos axes au point de suspension, et appelons 
x, y, les coordonnées de l'extrémité inférieure du fil. Les compo- 
santes de la pesanteur vraie en ce dernier point seront ($ IV) 


U=H+De+Ez, V=l+Gy, W=g+kK+Ex+Fz; 
mais la direction de cette force doit se confondre avec celle du fil; il 


faut donc que les composantes U, V, W soient proportionnelles à 
Xx, ¥, 3, C'est-à-dire qu’on ait 


H+Dz+Ez %I+Gy_ g+kK+Ex+ Fz. 
iz ; z 
ou encore 
(H+De+Ez)s=(g+K+Er+F:z)x, (1+Gy)z=(g+K+Exz+Fz)y. 
Les quantités xet y peuvent être regardées, ainsi que H, I, K, D, E, 
F, G, comme très-petites du premier ordre : négligeons dans les deux 
équations précédentes les termes d’un ordre supérieur au premier, elles 


deviendront 
Hz+E2=g2, Iz=gy, 
d’où 
Hz +Ez Iz 
CaS =F saab Y= ae. 
s 8 
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Mais z ne diffère pas sensiblement de la longueur é du fil; on peut 


donc écrire 
_HI+EE I 


X = 


> = 
oO 


5 


Prenons, à la même époque, une longueur égale a 2 sur la verticale 
vraie du point O, et nommons 2’, y’, 2 les coordonnées de l’extré- 
mité : les composantes de la pesanteur vraie en O étant H, I, g +K, 
on aura sensiblement 


MATE Iz’ 
LT = =) N PT re | 
$ 5 
ou, si l’on veut, 
susie sign ad 
RER UE os 
5 D 
ll en résulte 
Me de nd Sie 
æ— x'= hk == 2(2? — n’) = sind cosÀ = (2m? — n°) — sin22, 
& 5 s 
ESIC 


on voit par la que le fil à plomb s’écarte de la verticale vraie du point 
de suspension du côté du nord si la latitude est positive, et du côté 
du sud si elle est négative, c’est-à-dire toujours du côté opposé à 


, 


Ce ’ & x Ca ZT 
l'équateur. L’angle de ces deux lignes est à peu près —— ou 


(2m? — n?) © sin 22; il est indépendant du temps; ainsi, bien que la 


direction du fil à plomb et celle de la verticale vraie du point de sus- 
pension varient sans cesse avec le temps, l’angle de ces deux droites 
ne changepas. L’équation y —y’=o montre de plus que leur plan ne 
cesse point de passer par la méridienne du point de suspension. 
Concevons qu’une lunette munie d’un réticule soit pointée sur un 
bain de mercure situé au-dessous d’elle, de manière que les images des 
fils du réticule vus par réflexion sur le métal coincident avec les fils vus 
directement, la direction de la lunette sera celle de la verticale vraie au 
point de la surface du bain où s’opere la réflexion des rayons lumineux. 
Si donc on pointe successivement la lunette sur deux bains de mercure 
situés, l’un tout près de la lunette, et l’autre à une distance J au-des- 
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sous du premier, l’angle dont la lunette aura tourné en passant d’une 
position à l’autre sera celui dont nous venons d'obtenir l'expression. 
Si cet angle pouvait être mesuré avec précision, on aurait à un 
moyen de déterminer l’aplatissement de la Terre par une observation 
faite en un seul lieu. En effet, soit 6 l'angle mesuré; de l’équation 


(20) — nt) 4 sin2a= B, 
5 


on tirerait 
Lo Wi 1 


wlsin2À 
et par conséquent 


: 85 
o= (2-585) : 

\ Q 5 + Lac 
formule où tout serait connu dans le second membre. Mais la petitesse 
de l’angle 8 (à Paris, pour {= r00", il s’élèverait à peine à 0’,017) ne 
permettrait sans doute pas de le mesurer avec une exactitude suffisante 
pour cet objet. 


Vil. — De la forme d'un fil pesant homogène suspendu 


par une de ses extrémités. 


Si les actions de la pesanteur sur les différents points d’un fil étaient 
rigoureusement parallèles à une direction constante, et que le poids 
de l’unité de masse eût partout la même valeur g, ce fil, suspendu par 
une de ses extrémités, prendrait la forme d’une ligne droite, et se pla- 
cerait dans la direction même de la pesanteur : de plus, la tension en 
chaque point serait égale au produit de la constante g par la masse de 
la portion de fil située au-dessous de ce point. A la rigueur, il n’en est 
pas ainsi, et les expressions trouvées ci-dessus pour les composantes 
U, V, W de la pesanteur permettent de déterminer la forme d'équilibre 
du fil à un instant quelconque ainsi que la tension en chacun de ses 
points; c’est ce que nous allons faire, en supposant, pour simplifier, 
le fil homogène. 

Placons l’origine O au point de suspension, et nommons T la tension 
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au point (x, y, 3), s l’are qui se termine au même point, € la masse de 
l’unité de longueur du fil : nous aurons pour l’équilibre les équations 
connues 


d ; 
d(T Te) + sud = 0 a(t) +evd=o, a(r Th) +EWds= 0, 


ou bien, en mettant pour U, V, W leurs valeurs, 


a(t de) + e(H + Dx + Ez) ds — 0, 


a(r®) + (I + Gr) ds — 0, 


dz ‘ wit 
a(1 a) + e(g+K+Ex+Fz)ds—o. 


. Observons à présent que si l’on négligeait les termes multipliés par 
H, 1, K, D, E, F, G, on retomberait sur les équations qui conviennent 
au cas d’une pesanteur constante et parallèle à Oz : dans ce cas, le fil 
se dirigerait suivant Oz, et l’on aurait 


= 0 y= 0, TPapeg(t— a), 


/ désignant la longueur du fil. Si donc on a égard aux variations de la 
pesanteur, et qu’on fasse 


T=eg(l— 3) +06, 
les fonctions de z désignées par æ, y et 9 seront, ainsi que leurs déri- 
vées, très-petites et de l’ordre de H, I, K, D,E, F, G : en négligeant les 
carrés de ces quantités, on aura d’abord 


Sd, (ie: 


ensuite, dans la première équation d'équilibre, on pourra négliger Da 
et remplacer T par eg(/ — 3); elle deviendra 


d 
salt z) 7 | + (H + Ez) dz = 0. 
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On trouve, en intégrant, 


dx 
2g(l— 2) 7 +2Hz+E27= k, 
k désignant une constante arbitraire. 
Pour déterminer cette constante, observons qu’à l'extrémité inférieure 


du fil, ona z— /, et que _ n’est pas infini : faisant s — / dans l’équa- 
Z 
tion intégrée, il viendra 
k=2HI+EP; 


substituons cette valeur de & et divisons par /— z; nous retrouverons 
og © =2H+ E(/+ 2), 


d’où, en intégrant de nouveau et observant que x et z s’annulent en 
méme temps, 
2H + El E 
SS aS ee 
2g 4g 00 

Dans la deuxieme équation d’équilibre, nous négligerons pareille- 
ment Gy, et nous remplacerons encore T par eg(/—z); elle nous 
donnera 


gd|(1—2) | +1dz =o, 


d’où, en intégrant, 

d 

g(l—2) 7 +1s=# 

Faisant, comme tout al’heure, z =/, nous trouverons 4’= IJ, et, par 
suite, 

dy) Sars 

Bas 2 

une nouveile intégration nous conduira à l’équation 


yoks 
2 
Cette dernière équation nous montre que le fil, pour être en équi- 
libre, doit être situé dans un plan passant par la méridienne Ow du 


Annales de l’École Normale. 2® Série. Tome I. 6 
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s RS AT 
point O et faisant l'angle très-petit panes le plan méridien Oxz de ce 


point; cet angle est d’ailleurs variable avec le temps pour un méme 
point O, mais indépendant de la nature et de la longueur du fil. A cause 


de la petitesse de l’angle . la forme du fil ne differe pas sensible- 


ment de celle de sa projection sur le plan méridien Owz, projection 
qui est représentée par l’équation trouvée ci-dessus 


aHfeEle ch . 
= CE SE 
2S - 


Nous voyons par là que le fil affecte la forme d’un are de parabole : les 
diamètres de cette parabole sont parallèles à la méridienne Ox du point 
de suspension, la convexité de la courbe est tournée vers l’équateur, et 


le paramètre a est indépendant du temps et aussi de la longueur et de 


la nature du fil. Ainsi, en un méme lieu, les courbes formées par des 
fils homogenes de diverses longueurs, suspendus librement, sont au- 
tant d’arcs d’une méme parabole. 


C’est à une latitude d’environ 45 degrés que le paramètre a a sa va- 


leur minimum, environ 750 rayons de l’équateur terrestre; à l’équa- 
teur et au pôle, il devient infini, c’est-à-dire que le fil se tend en ligne 
droite. 

Pour avoir la tension en chaque point, nous aurons recours à la troi- 
sième équation d'équilibre, où nous négligerons Ex, et où nous rem- 
placerons ds par dz, T par eg(l— s) + 6; elle deviendra 


dé + e(K + Fz)dz — 0, 
d’où, en observant que 4 doit se réduire à zéro pour 3 =J, 


§9=e[K+4F(l+ 2)|(l—3z), 
el par suite 
T=e[g+K+4F(l+ 2)|(/+ 3). 
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VIII. — De la chute dans le vide d’un point pesant abandonné 
à lui-méme sans vitesse initiale. 


Pour obtenir les équations du mouvement de ce point, il faut égaler 
a zéro les valeurs de X, Y, Z données dans le paragraphe IV, apres y 
avoir supprimé les termes A, B, C. On trouve ainsi 


dx ee 

We + 20) sink 7 —Dx—Ez—H= oO, 

dy de lz 

dp 2 sin À LE 2.6) Cosi —Gy+I=0, 
dz dr + 

dp +20 608s a —Exz—Fz—g—K—o, 


et si l’on suppose que le point de départ du mobile ait été pris pour 
origine, il faudra intégrer ces équations de façon que, pour ¢=o0, on ait 


a ee Bem Op sek TO eee gas ae 
dt dt dt 

Nous y considérerons » comme une petite quantité du premier ordre, 
et D, E, F, G, H, I, K comme de petites quantités du second ordre, qu'il 
nous sera permis de regarder comme contenant le facteur w?. Nous né- 
gligerons d’ailleurs les changements qu’éprouvent H, I, K pendant la 
durée de la chute, et nous les traiterons comme des constantes. 

D’après ce qui vient d’être dit, nous pouvons supposer les valeurs 
de x, y, x développées suivant les puissances de et faire 


BS H+ H+ Lio. 


Phare Pas 


Re Gr eme On 


Lo, Yoo So étant indépendantes de w, tandis que æ,, v,, z, contiendront 


le facteur w, X2, y», 32 le facteur w?, etc. Les équations du mouvement 
6. 
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se décomposent alors dans les suivantes : 


des 
i LEA) ie 
ey, 
(1) rie ae 
dz, : 
de 80 
dx, aye 0 
Tr + 20 sink 7 =o 
2 . dz, 
(2) D _ ayy sind Pt — 20 cosh Te = 0, 
d’z, aye ose 
“Fp 7 2 C08A 7 =D; 
dz, re tds a 
Ge + 20 sin) 7 — Da, — Ez Ho, 
dy, Tour dz, sk 
(3) Tr — 20 sind 7 — 26 COSÀ 7 — Gy, —I=0, 
d'z, 


dy, ~ 
ap + 20 cosh ap Et —Fa—K=o0. 


Des équations (1) on conclut, en ayant égard aux conditions initiales, 
%=0, Y—0, %—= 38. 


Les équations (2) deviennent par suite 


dx, dy 123; 
We =” D — 20 cosh.gt =o, Te = 0, 


et nous donnent 
10, Yi=FZHCOSAgt, z—=0o. 


Alors les équations (3) se réduisent aux suivantes : 


oe — (;E—o’sin2A) g? — H = 0, 
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d’où, en intégrant, 


H,= (77 E — 40'sin2)) gti + He, 
N=, 
32. = (3, F — $0’ cos?A) gt + 4 Ke. 


On a donc 

v= (7,;E— 40? sin2\)gt' + tHe, 

¥=to cosi.gt + 210, 

2=3(g+K)? +(4F — jo’ cos’À) gti. 
D'après cela, les valeurs de x et de y en fonction de z sont, aux quan- 
tités pres du troisième ordre, 


OR tat stay oe De ps VERRE 
gs 8 4 Sint SS 
Mais, pour l’extrémité d’un fil à plomb de longueur z suspendu au 
point de départ O, on aurait (paragraphe V1) 
ee Hz + Ez? Pe Iz. 
ey = 
8 8” 
la déviation du point pesant par rapport au fil à plomb est donc, dans 
la direction Ox, 


AE 2 ‘ 
x— x’= — (4E+ 4’ sin2A) es = — (2w? — in’) sin2A, 


et, dans la direction Oy, 


x = 200082 4 /2 3. 
Ca NS 


La valeur de x — 2’, négative dans l’hémispheére boréal et positive 
dans l’hémisphére austral, indique une déviation dans le sens du mé- 
ridien et du côté de l’équateur; mais elle est à peine sensible, même 
pour les plus grandes hauteurs de chute qu’on puisse chercher à réa- 
liser. Quant à la valeur de y — y’, elle reproduit l’expression connue 
de la déviation vers l’est, laquelle croit comme la racine carrée du cube 
de la hauteur de la chute. 

Si l’on voulait avoir égard à la résistance de lair, il faudrait intro- 
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duire dans les trois équations du mouvement les composantes de la ré- 
sistance de ce fluide; l'intégration pourrait se faire par la méthode qui 
vient d’être expliquée; mais nous ne développerons pas la solution qu’il 
serait peut-être difficile de traduire en nombres, faute de données assez 
précises sur la résistance des fluides au mouvement des corps solides. 


2 . ? 
IX. — Du mouvement d'un corps solide autour d'un axe fixe 
passant par son centre de gravité et coincidant avec la verticale 
moyenne de ce point. 


Quand on regarde la pesanteur comme constante en grandeur et en 
direction dans toute l'étendue d’un corps solide, il est évident que, si 
ce corps ne peut que tourner autour d’un axe passant par son centre de 
gravité, il sera en équilibre dans toutes les positions. Mais cette pro- 
position cesse d’être rigoureuse quand on a égard, comme nous le fai- 
sons ici, aux petites variations qu’éprouve la pesanteur lorsqu'on 
passe d’un point à un point voisin. Les formules établies ci-dessus per- 
mettent de trouver, dans ce cas, le mouvement du corps et ses positions 
d'équilibre. C’est ce que nous allons faire en supposant que l’axe fixe 
coincide avec la verticale du centre de gravité. 

Prenons pour l’origine O le centre de gravité du solide; l’axe Oz se 
confondra avec l’axe fixe, et la condition de l’équilibre des forces per- 
dues sera exprimée par l’équation 


Z2m(xzY —yX)=—0o. 
On a, d’après le paragraphe IV, À 


X=H+Dr+Es—20 sin 2 — © 


dt dt’ 
Y=I1+Gy +26 sing SE + 26 COS À & _ ox. 


il en résulte 


Zm(xY—yX}=12mx—HEmy + (6 — D)imay—EXmyz 


adx+ydy 


i dz . xdy—ydi 
+20 Sin lens +26 cosh.imx a —im ASK hie I tie 


de 
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Mais, par les propriétés du centre de gravité, les sommes 2mæ, 2my 
sont nulles; de plus, pour chaque point du corps, z et x? + y? sont des 
constantes, et les différentielles dz, x dx + ydy sont nulles. L’équation 
Em(xY — yX) =o se réduit donc à celle-ci 


2 as 2 
ee —(G—D)È2mxy +EZmyz—o. 
Imaginons, dans le plan des wy, deux axes rectangulaires Ox’, Oy’ 
emportés avec le corps dans son mouvement, et soient x’, y’ les coor- 
données rapportées à ces axes de la projection du point M sur le plan 
des xy; on aura 


z=zx'cosy—y'sinb, y=-2’sinb+y'cosy, 


en désignant par ¢ l’angle variable x'Ox. Les quantités a’, y’ étant in- 
dépendantes du temps, l'équation précédente deviendra, par cette sub- 
stitution, 


a Em(2"+-y")—(G—D) {sin cosp.2 m(x — y"?) + cos2p.2ma'y'] 


+ E(siny.2mz'z+ cos$.Z2my'z)—o. 


On peut choisir les axes Ox’, Oy’ dans le corps, de manière à rendre 
nulle la somme 2#x'y', et si l’on pose, pour abréger, 


(G— D)2m(x? — y") __ EÈmaz'z __ ExXmy'z 


Siete Co le dep) Smee?) — 
on aura pour |’équation du mouvement 


ot —asinpcos) + Bsind + ycosp=o. 


On en conclut d’abord que le corps ne sera en équilibre que dans les 
positions correspondantes aux valeurs de 4 déterminées par l’équation 


a sind cos) — Bsind — y cost =0. 


Les rapports des nombres «, B, y dépendent de la constitution du solide 
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et peuvent être quelconques : on reconnaitra sans peine que, suivant les 
cas, il y aura, entre les limites o et 27, soit deux, soit quatre valeurs 
- de Ÿ satisfaisant à la condition précédente. Le solide aura donc ou deux 
ou quatre positions d'équilibre, et il est aisé de voir que, si les valeurs 
de Ÿ sont rangées par ordre de grandeur, les positions d'équilibre cor- 
respondantes seront alternativement stables et instables. 

Par exemple, si l’on suppose nulles les sommes 2ma’z, 2my'z, ce 
qui arrive lorsque le plan Oy est un plan de symétrie du corps, l’équa- 
tion du mouvement se réduit à 


se —asinyY cos) — 0, 
et l’on voit qu’il y a quatre positions d’équilibre répondant aux valeurs 


0, =, LA de l’angle 4. Le signe de & est celui de Sm(a'* — y”); car 


le facteur G— D = (w? + 27?) cos?) est essentiellement positif : admet- 


tons que ce signe soit le signe +. L'intégration de l'équation précédente 
nous donne 


(St) = asin?) + const. ; 


on voit que la force vive du solide est un minimum pour | =o et pour 


37 
3° ces 


deux dernières valeurs répondent donc aux positions d’équilibre stable. 
Le corps étant supposé infiniment peu écarté de l’une de ces positions, 
il tendrait à y revenir en exécutant des oscillations dont la durée serait 


; , ; T 
= 7, tandis qu’elle est un maximum pour =" et poury= 


TT. 7 2m(x"+7) I ' 
a COSA V Sm(e?—y") wt +27?" 


cette durée serait, comme on voit, au moins égale à = et par 
Vo? + 2n? 


consequent surpasserait 8 heures. 

Je ne m’arréterai pas davantage à poursuivre ces conséquences de nos 
formules; la résistance de l'air, les frottements et le défaut de rigidité 
des corps n’en permettraient pas la vérification expérimentale. 
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x 


Rappelons, en terminant ce Mémoire, que toute notre analyse est fondée 
9 0 9° fa d . » + 
sur l’expression de l'intégrale T = [<E pour un point extérieur au 


sphéroïde terrestre (paragraphe V); nos formules se rapportent donc à 
l'équilibre ou au mouvement d’un corps placé au-dessus de la surface 
de la Terre, et il ne faudrait pas les appliquer sans modifications au 
cas où le corps se trouverait à une certaine profondeur au-dessous 
du sol. 
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DESCRIPTION 


DU 


SIDÉROSTAT DE L. FOUCAULT, 


Par M. C. WOLF, 


ASTRONOME DE L'OBSERVATOIRE DE PARIS. 


Le principe géométrique du sidérostat est le même que celui du 
grand héliostat de L. Foucault. Soient OP (Zg. 1) l’axe du monde, M le 


centre fixe du miroir mobile, et ML la direction constante dans laquelle 


Fig. 1. 
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doit être réfléchi le rayon lumineux. Le rayon incident SM prendra, 
après la réflexion, cette direction ML, si la normale au miroir MN divise 
7: 
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l'angle SML en deux parties égales. Cette condition sera remplie si, au 
point O où l’axe OP est rencontré par la direction LM prolongée, on 
fixe un bras OF de longueur égale à OM, et qu'on articule en F une 
queue MF fixée normalement au centre du miroir. Quelque position 
que prenne dans l’espace le triangle isoscèle MOF, tout rayon parallèle 
au bras OF sera réfléchi suivant la direction OM. En particulier, si 
l'axe OP tourne sur lui-même en un jour sidéral et entraîne le bras OF, 
le miroir renverra constamment dans la direction ML les rayons d’un 
astre dont la distance polaire serait SOP. 

La loi générale du mouvement de la tige directrice MF du miroir, 
lorsque le bras OF prend toutes les positions possibles autour du 
point O, est susceptible d’une expression simple et élégante, qui nous 
sera souvent utile. On remarquera que le point F décrit autour de O 
une sphère qui vient passer par M; si donc on mène le plan diamétral 
de cette sphère perpendiculaire au rayon réfléchi OM, le lieu des 
points où ce plan sera percé par la tige directrice sera la projection 
stéréographique sur ce plan du lieu des points F. Comme l’ensemble des 
positions de F peut être représenté par les méridiens et les parallèles 
qu’il parcourt sur la sphère, de même la course de la tige directrice 
peut être représentée sur le plan pris comme tableau par le canevas 
d’une carte du ciel projetée stéréographiquement sur ce plan. Il faut 
remarquer seulement que la ligne OF étant sur le prolongement du 
rayon incident, le point F est le point symétrique de l'étoile sur la 
sphère par rapport au centre; de sorte que l'étoile étant déterminée 
par sa distance polaire P et par l’angle horaire H du cercle de décli- 
naison où elle se trouve, les coordonnées du point F sont 180°— P et 
180° —H. Lorsque les rayons de cette étoile sont réfléchis par le miroir 
dans la direction OM, la tige directrice passe par le point du canevas 
stéréographique dont les coordonnées sont 180° — P et 180° — H. Nous 
ferons un fréquent usage de ce théoreme. 

Le sidérostat a été construit dans les conditions de la figure précé- 
dente, c’est-à-dire qu’il réfléchit les rayons dans le plan du méridien, 
du nord vers le sud, et dans une direction très-peu différente de l’ho- 
rizontale. Dans ces conditions, à l’aide d’une lunette fixe, pointée sui- 
vant LM sur le centre du miroir, l'observateur peut voir successivement 
tous les points de la sphère céleste compris entre l’horizon sud et le 
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pole. Mais pour que le pouvoir optique de l’objectif soit entièrement 
utilisé dans toutes les directions, il faudra que le faisceau réfléchi 
couvre dans tous les cas l'objectif entier. Ainsi, sous la latitude o, et 
pour une inclinaison z de la lunette au-dessous de l'horizontale, un 
miroir, pour faire voir utilement le pôle, devra avoir un diamètre D 
satisfaisant à la condition 

Dsini(o —7) =D’, 


D’ étant ouverture de la lunette. A Paris, à une lunette de ro centi- 
mètres d’ouverture devrait être accouplé un miroir circulaire de 27 cen- 
timètres, si l’on voulait observer jusqu’au pôle dans la lunette inclinée 
à 5 degrés au-dessous de l'horizontale. 

Dans son grand héliostat, L. Foucault a satisfait à la condition de 
couvrir toujours de lumière une surface donnée, quelle que soit l’in- 
clinaison du miroir, en donnant à celui-ci la forme d’un rectangle dont 
le grand côté est maintenu parallèle au plan d'incidence par un méca- 
nisme particulier. Cette disposition avait en outre l'avantage d’alléger 
la charge des supports. Il ne pouvait être question de l’adopter pour le 
sidérostat : en premier lieu, le travail par lequel la surface du miroir 
est amenée à représenter un plan parfait ne peut se faire que sur un 
disque circulaire, et couper après coup deux portions de ce disque pour 
le réduire à la forme allongée exposerait la surface optique a des défor- 
mations résultant du travail intérieur du verre. En second lieu, le mé- 
canisme spécial complique le mode de monture du miroir, en rend le 
jeu plus difficile et nuit à la stabilité, condition essentielle d’un instru- 
ment destiné à des observations astronomiques. Le miroir du sidérostat 
est donc circulaire, son diamètre est de 30 centimètres et permet d’ob- 
server jusqu’au zénith avec un objectif de 20 centimètres d'ouverture. 
Au delà du zénith jusqu’au pôle, limite de son champ de vue, le miroir 
ne couvrirait plus entièrement l’objectif. Aussi ne devions-nous lui ac- 
coupler qu’une lunette de 16 centimètres d'ouverture. 

D'après ce qui a été dit plus haut, la direction de la lunette d’obser- 
vation peut être en dehors du méridien. Le plan vertical qui contient 
l’axe optique de la lunette coupe alors le plan du méridien suivant la 
verticale passant par le point O. Tel était le sidérostat que L. Foucault 
avait le projet d'installer dans sa maison de la rue d’Assas. Dans un 
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observatoire, il sera toujours possible de ne pas sortir du plan du méri- 
dien; la construction de l'instrument est plus simple, le jeu des articu- 
lations plus facile, le réglage mieux assuré. 
Si l’on veut observer du zénith à l'horizon nord, il faut un appareil 
autrement construit. Le bras OF (fig. 2), qui mène la queue MF du 
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miroir, est fixé à l’extrémité supérieure de l'axe OP, et le rayon est 
réfléchi vers le nord dans la direction constante ML. 

Le sidérostat partage donc, avec tous les instruments à réflexion, 
l'inconvénient de ne pouvoir amener, dans une direction constante, les 
rayons venant d’un point quelconque du ciel. L’héliostat de Fahrenheit, 
ou celui d’August, qui possèdent le champ de vue le plus étendu, ne 
permettent pas l’observation au voisinage du pôle. Cet inconvénient ne 
peut être évité que par l'emploi de deux réflecteurs, et cet emploi 
diminuerait la stabilité, affaiblirait considérablement la quantité de 
lumière réfléchie et la rendrait même légèrement variable, par suite 
de la variation de l’angle des plans de réflexion. Une seule réflexion 
sur l'argent poli donne une proportion de lumière réfléchie constante, 
quelle que soit l'incidence, et qui s'élève à 0,93 pour l’argenture 
neuve. 

Si nous comparons le sidérostat de Foucault aux héliostats, nous ver- 
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rons qu’il peut lutter avantageusement avec les plus parfaits, pourvu 
que nous tenions compte des conditions que son auteur a dû s’imposer. 
On ne peut lui comparer, au point de vue de la stabilité et de la simpli- 
cité du mécanisme, que les héliostats de Fahrenheit et d’August. Celui- 
ci, au moyen d’un miroir fixé sur un axe parallèle à l’axe du monde, la 
surface parallèle à cet axe, et faisant un demi-tour en un jour sidéral, 
réfléchit horizontalement, dans l’azimut 1 80° — A, l’astre qui s’est levé 
dans l’azimut A. Il serait difficile d'imaginer un mécanisme plus simple 
et plus stable; mais, excellent comme héliostat, il ne donnerait, 
comme sidérostat, que des résultats inférieurs à celui de Foucault : 
car les circompolaires échappent à son action, et, dans la seconde 
moitié de leur course diurne, les astres sont réfléchis par le miroir 
sous des angles supérieurs à 45 degrés, qui atteignent 90 degrés à 
l'horizon. 

L’héliostat de Fahrenheit joint à l’avantage d’une direction fixe du 
rayon réfléchi (axe du monde) celui d’une liaison très-simple du miroir 
avec l’axe polaire. Cependant L. Foucault n’en a pas adopté le principe 
pour son sidérostat, pas plus qu’il ne l’avait fait pour son grand hélio- 
stat. C’est qu’en effet, la condition essentielle de ces instruments, leur 
raison d’être pour ainsi dire, c’est de réfléchir les rayons dans une di- 
rection horizontale ou très-voisine de l’horizontale. L. Foucault, avant 
tout physicien, voyait dans le sidérostat l’auxiliaire indispensable de 
l'astronomie physique. Il voulait que tous les instruments ordinaires 
des cabinets, spectroscope, chambres photographiques, appareils de 
projection, photomètres, pussent sans modifications, sans constructions 
nouvelles, quels que soient leur poids, leur volume et leur forme, 
venir se placer devant le foyer de la lunette comme devant le porte- 
lumière de la chambre obscure. La réflexion horizontale satisfait seule 
à cette condition. Une lunette fixe dans la direction de l’axe polaire 
donne sans doute aux appareils qu’on y adapte un peu plus de stabilité 
que celle d’un équatorial; mais il faut toujours que ces appareils soient 
spécialement construits en vue d'être fixés dans cette direction forte- 
ment inclinée, et de tourner avec l’axe d’un tour entier en vingt-quatre 
heures. Cest cette construction spéciale, toujours plus coûteuse et 
souvent génante, que le sidérostat doit permettre d'éviter, dût-l, à 
d’autres égards, en résulter quelques inconvénients. Aussi, lorsque 
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je discutais avec L. Foucault, peu de temps avant sa mort, les condi- 
tions d'installation du sidérostat, ne voulut-il qu’à regret consentir à 
donner au rayon réfléchi une direction légèrement différente de l’hori- 
zontale, quoiqu'il dat résulter de cette déviation un champ de vue plus 
étendu du côté du sud. 

Le sidérostat doit done, d’après ce qui précède, être défini : un instru- 
ment réflecteur qui, par une seule réflexion, renvoie le rayon dans une 
direction constante sensiblement horizontale. Ces deux conditions sont 
les données fondamentales du problème que s’est posé L. Foucault : 
nous verrons s’il en résulte réellement quelque inconvénient dans les 
observations purement astronomiques auxquelles peut se prêter l'in- 
strument. | 


Le sidérostat a été construit par M. Eichens, sous la direction de la 
Commission chargée de l'achèvement et de la publication des OEuvres 
de L. Foucault, et aux frais de la cassette impériale. Il a été présenté à 
l’Académie des Sciences, le 13 décembre 1869, par M. H. Sainte-Claire 
Deville, puis donné par Napoléon III à l'Observatoire. C’est là que j'ai 
commencé son installation, suivant le projet que j'avais autrefois dis- 
cuté avec L. Foucault. Interrompue par les événements politiques, puis 
par des circonstances étrangères à ma volonté, cette installation n’est 
pas encore terminée. Le présent travail sera donc encore purement des- 
criptif et théorique. 

Nous avions, pour nous guider dans la construction de l’instrument, 
deux petits modèles en bois, l’un exécuté en 1866 pour l'Observatoire, 
l’autre construit pour L. Foucault, représentant l’appareil qu’il voulait 
placer à son observatoire de la rue d’Assas. 

Tout l'instrument, dont la fig. 1, Pl. I, donne l'élévation latérale, 
repose sur un socle en fonte porté par trois vis calantes U, avec deux 
niveaux rectangulaires et mouvement de réglage en azimut, le galet 
sur lequel s’appuie l’une des vis U étant muni d’une coulisse mobile à 
l’aide d’une vis à tête. On y distingue trois parties : le miroir et sa mon- 
ture, l'axe polaire et le mécanisme qui établit la liaison de cet axe avec 
le miroir, et enfin le régulateur. 

L'élément essentiel du sidérostat est le miroir plan. On sait comment 
L. Foucault a été conduit, par ses travaux sur la construction du miroir 
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parabolique en verre argenté, à réaliser cette merveille optique que 
Gambey et Arago déclaraient impossible. M. Ad. Martin, élève de Fou- 
cault et continuateur de ses travaux optiques, a construit le miroir du 
sidérostat; il a exposé, dans une Note présentée à l'Académie, le 29 no- 
vembre 1869, les méthodes qu’il a employées pour guider les retouches 
de la surface, et les épreuves auxquelles a été soumis le miroir. 

Jajouterai ici un seul fait, d’une importance capitale : exposé pen- 
dant une heure aux rayons d’un soleil d’été, avant l’argenture, le mi- 
roir a conservé sa surface optiquement plane. Cette expérience de 
M. Ad. Martin répond à une objection souvent formulée contre les 
miroirs argentés, et montre que les procédés de fabrication de Saint-Go- 
bain sont assez parfaits pour donner à un disque de verre de 30 centi- 
mètres de diamètre et 5 centimètres d’épaisseur moyenne une homogé- 
néité parfaite. 

Le miroir (fig. 2, PL. I) est porté par un axe horizontal wax, au 
sommet de deux montants verticaux M, venus à la fonte avec une 
plate-forme P qui tourne autour d’un centre. Ce mouvement est facilité 
par une couronne de galets G cachés dans le pied du miroir, et qui 
donnent une mobilité parfaite, sans altérer la régularité du plan décrit 
par la plate-forme, la surface inférieure de celle-ci et la face corres- 
pondante du socle ayant été rodées avec soin. 

Il sera parfois nécessaire de fixer au contraire le miroir. Les liaisons 
de la queue directrice avec l’axe polaire ne donneraient pas une stabi- 
lité suffisante; on l’obtient en fixant la plate-forme sur le socle à l’aide 
d’une pince qui n’est pas figurée dans la gravure. 

Le miroir est maintenu dans son barillet (fig. 3, Pl. T) par trois 
taquets extérieurs ¢ et par un ressort à trois branches qui le presse 
contre eux sans le déformer. La condition de perpendicularité de la 
queue directrice à la surface réfléchissante se trouve ainsi assurée par 
un rodage exact de la couronne du barillet. 

La fig. 1 (Pl. I) fait comprendre la disposition de l’axe horaire et 
son mode de liaison avec la queue directrice du miroir. L’axe d'acier 
XX se prolonge au-dessous du coussinet inférieur par une pièce en 
bronze g qui fait corps avec lui et qui sert de support au cercle de dé- 
clinaison dd. Ce cerele n’est pas entier, mais réduit à un peu plus de sa 
moitié, afin de ne pas gêner les mouvements du miroir. Il porte, sui- 
5 8 
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vant un diamètre et sur la face opposée à la pièce de bronze, deux 
colliers dans lesquels s’engage et tourne à frottement doux, sans bal- 
lottement dans aucun sens, la queue de la fourchette / qui va guider 
la tige directrice du miroir. 

Le prolongement mathématique de l’axe horaire et celui de l'axe du 
cercle de déclinaison se rencontrent sur l’axe même de la queue de la 
fourchette. C’est à partir de ce point que doivent être comptées les 
deux longueurs égales OF et OM (fig. 1). Le point M est défini déjà 
par l'intersection des deux axes, l’un horizontal, l’autre vertical, au- 
tour desquels peut osciller le miroir. Il reste à définir le point F qui 
limite la longueur de la fourchette. 

L’articulation de la fourchette et de la tige directrice se fait à l’aide 
d’un manchon cylindrique m, dans lequel Ja tigé passe librement sans 
balloter, et qui oscille autour d’un axe entre les deux dents de la four- 
chette. 

C’est l’intersection de cet axe avec l’axe de la queue directrice du 
miroir qui détermine le point F. L'artiste a done dû apporter tous ses 
soins à rendre rigoureusement égales et constantes les deux distances 
qui viennent d’être définies. Nous verrons bientôt quelle serait l’in- 
fluence d’une erreur sur la longueur réelle de la fourchette, et com- 
ment il sera facile de la reconnaitre. 

Les diverses pièces qui établissent la liaison de l’axe horaire au mi- 
roir pourront prendre autour de cet axe des positions très-variées : il 
était essentiel, pour la régularité des mouvements, que chaque pièce 
fût, autant que possible, équilibrée par rapport aux axes qui la sup- 
portent. L'équilibre du miroir muni de sa tige directrice n’eût pas été 
possible autour de son axe horizontal, si l’on avait laissé cet axe dans le 
plan même de la surface réfléchissante, comme le suppose la figure théo- 
rique (fig. 1). Mais on voit par cette même construction que la surface 
du miroir peut être déplacée parallèlement à elle-même, sans qu’il en 
résulte aucun changement dans la direction mathématique des rayons. 
Seulement l'objectif fixe de la lunette utilise alors des portions très- 
légèrement différentes du miroir dans ses diverses positions : d’où sui- 
vrait la nécessité d'augmenter le diamètre du miroir s’il devait être 
déplacé d’une quantité notable. Mais la tige directrice, étant formée 
d’un tube creux, est très-légère auprès du miroir et de son barillet, et 
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il a suffi d’abaisser les tourillons un peu au-dessous de la demi-épais- 
seur du barillet pour obtenir l’équilibre. 

La pièce de bronze qui prolonge l’axe polaire, très-peu excentrique 
par rapport à l'axe polaire, est suffisamment équilibrée autour de cet 
axe par les pièces qui se trouvent de l’autre côté et dont nous parle- 
rons tout à l’heure. Mais l'équilibre du cercle réduit à un secteur cir- 
culaire et celui de la fourchette étaient extrémement difficiles à ob- 
tenir, vu l’espace restreint dans lequel doivent se ‘mouvoir ces pièces. 
Nous avons donc di nous borner à les rendre aussi légères que pos- 
sible; et même, dans ce but, la fourchette a été faite en aluminium : 
il devait en résulter quelques inconvénients, comme nous le dirons 
plus loin; mais il a fallu d’abord penser à assurer la régularité du 
mouvement de l’axe polaire. 

Lorque la fourchette est entrainée par l’axe horaire, le cercle de 
déclinaison étant fixe (nous verrons bientôt comment est obtenue 
cette immobilité relative), son extrémité / décrit un petit cercle per- 
pendiculaire à l’axe horaire et de rayon variable égal à /sinP, Z étant 
la longueur de la fourchette et P l’angle qu’elle fait avec l’axe horaire. 
C'est sur ce cercle que s’appuie constamment dans son mouvement la 
queue directrice du miroir, qui décrit par conséquent un cône oblique. 
Il en résulte que le manchon doit non-seulement pouvoir tourner au- 
tour de cette queue, mais aussi glisser suivant sa longueur, exécuter 
done autour de son axe un mouvement hélicoïdal, tantôt trés-lent, 
lorsque le plan de la fourchette et de la queue coincide presque avec 
le plan vertical médian de tout l'appareil, tantôt très-rapide et se ré- 
duisant presque à un glissement longitudinal, lorsque ces deux plans 
sont au maximum d'écart. Aucune autre articulation qu’un manchon 
ne pouvait satisfaire à ces conditions variées : nous avons donc dû l’a- 
dopter et lui donner même assez de longueur pour que tout ballotte- 
ment de la tige directrice füt impossible. Mais les frottements ont été 
diminués autant que possible en réduisant les surfaces en contact à 
deux anneaux aux extrémités du manchon. L’observateur, de son côté, 
doit avoir le soin d’entretenir toujours la surface de la tige bien lubri- 
fiée, et de ne jamais la toucher avec les doigts : pour guider le miroir 
à la main il doit agir sur l'extrémité de la fourchette. 

Le cercle de déclinaison est gradué en tiers de degré, et Validade e 
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porte un vernier qui donne la minute. La position de cette alidade est 
réglée à l’aide d’une vis de rappel, qui permet d’amener le cercle exac- 
tement au zéro lorsque la fourchette est dans le prolongement de l'axe 
polaire. Les lectures donnent done immédiatement les distances po- 
laires du rayon incident, si l'instrument est bien réglé. 

L’axe horaire porte à sa partie supérieure (PL. I, fig. 1, et dans le 
texte, fig. 4) un cercle HH divisé en 24 heures qui, au moyen de 
deux verniers, donne les deux secondes de temps. Ce cercle fait corps 
avec l’axe. Les verniers sont portés par un cercle alidade VV concen- 
trique au premier, monté sur un manchon mobile autour de l'axe. A 
ce manchon est fixé un bras I que maintiennent deux vis butantes dont 
les écrous sont solidaires du support de l'appareil; on peut donc régler 
les verniers de manière à faire marquer o"o"o* au cercle horaire lors- 
que la réflexion se fait dans le plan du méridien. 

L’axe horaire ne possède pas de mouvements de rectification autres 
que ceux que peut recevoir le socle tout entier à l’aide de ses vis ca- 
lantes. L'artiste a réglé son inclinaison pour la latitude du lieu, en 
prenant comme plan horizontal le plan sur lequel roule la plate-forme. 

Si l'observation montre que cette inclinaison n’est pas exacte, il n’y 
aura moyen de la corriger qu'en agissant sur les vis U et, par consé- 
quent, en sacrifiant la verticalité des montants du miroir, et changeant 
la direction de la ligne OM ou du rayon réfléchi et de la lunette qui 
doit le recevoir. Mais le principe théorique de l'appareil n’impose aux 
supports du miroir d’autre condition que l’immobilité du point d’inter- 
section de la queue directrice avec l’axe des tourillons du miroir; et 
cette immobilité est assurée quelle que soit la position des supports 
par rapport à l'horizon. D'autre part, la lunette d’observation doit pos- 
séder tous les mouvements de rectification en azimut et en inelinaison. 
Une légère déviation du plan du socle en dehors du plan horizontal 
n'offre donc aucun inconvénient. Il eût d’ailleurs été impossible de 
donner aux supports de l’axe horaire un mouvement de bascule parti- 
culier, puisque ce mouvement, ne pouvant s’exécuter autour d’un axe 
horizontal passant par le point O, aurait altéré la distance OM. D'autre 
part encore, nous n'avons point voulu rendre indépendants le support 
du miroir et celui de l’axe horaire, et laisser à l'observateur le soin de 
régler la distance OM sur le pilier qui doit porter tout l'appareil. La 
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difficulté de ce réglage exige qu’il soit fait une fois pour toutes, et son 
maintien exige en outre que des pièces métalliques de même nature 
réunissent le point O aux points M et F. 

Nous verrons comment peut être rectifiée la longueur de la four- 
chette, si l’observation démontre qu’elle n’est pas égale à la dis- 
tance OM. 

Supposons maintenant l’instrument assujetti aux diverses conditions 
dont nous venons de parler, savoir: l’axe polaire coincidant avec l’axe 
du monde, le zéro du cercle horaire répondant à la réflexion dans le 
méridien, le cercle de déclinaison à zéro quand la fourchette est dans 
le prolongement de l’axe polaire, la longueur de la fourchette égale à 
la distance OM, le miroir perpendiculaire à la tige directrice, et enfin 
axe de la lunette coincidant avec la direction OM prolongée. Si toutes 
ces conditions sont réalisées, il suffit, pour amener dans l’axe de cette 
lunette les rayons provenant d’un astre dont la distance polaire et 
l’angle horaire actuel sont donnés, d’amener sous l'index du cercle 
horaire la graduation correspondante à l’angle horaire, sous l’index du 
du cercle de déclinaison la graduation correspondante à la distance 
polaire, et de fixer les deux cercles. Si, de plus, à partir de cet instant, 
un moteur communique à l’axe horaire un mouvement uniforme de 
rotation, à raison d’un tour en un jour sidéral, l’astre restera immo- 
bile au milieu du champ de la lunette. 

Le rouage R qui communique le mouvement à l’axe est placé sous 
une cage à parois de glace dans le pied même de l'instrument. Il reçoit 
le mouvement de l’action d’un poids qui descend dans un puits creusé 
à travers le pilier qui porte le sidérostat; et ce mouvement est rendu 
uniforme par un régulateur isochrone de L. Foucault. La description 
de ce régulateur, dont les formes et les applications diverses consti- 
tuent une partie importante de l’œuvre de notre regretté collègue, ne 
peut trouver place ici. Je rappellerai seulement que ce régulateur, 
appliqué par M. Eichens à plusieurs grands équatoriaux, donne un 
mouvement d’une régularité parfaite, et que, à l'Exposition universelle 
de 1867, il a mérité à son habile constructeur le grand prix des arts 
mécaniques. 

Ici, comme dans un équatorial, il est nécessaire de disposer de 
moyens de rappel, pour faire varier de petites quantités ou l'angle 
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horaire ou la distance polaire, sans arrêter d’ailleurs la marche du 
mouvement d’horlogerie. La variation de l'angle horaire s'obtient à 
l’aide d’un rouage satellite semblable à celui que M. Eichens adapte 
depuis longtemps aux équatoriaux. Je décrirai en quelques mots ce 
rouage, que nous retrouverons tout à l'heure dans le rappel de la dis- 
tance polaire. 

Sur l'arbre XX’ (fig. 3), qui reçoit le mouvement du rouage pour 
le transmettre à l'axe horaire, sont montées trois roues, dont deux, 


ps ; 


A et C, sont folles sur l’arbre, tandis que la troisième B fait corps avec 
lui. A recoit directement le mouvement du rouage, et le transmet à B 
par l’intermédiaire des deux pignons satellites b et c, fixés à un même 
arbre YY’ qui traverse l’un des bras de la roue A, et est par conséquent 
emporté dans le mouvement de rotation de celle-ci. Dans ce mouve- 
ment, le pignon c roule en se développant sur la roue C que nous 
supposons immobile; le pignon b tourne donc de même et communique 
le mouvement à la roue B, laquelle entraine l’arbre. Le sens et la vitesse 
de la rotation de cet arbre dépendent des rapports établis entre les 
cercles primitifs et par conséquent entre les nombres de dents des 
quatre mobiles B, C, bet c. 


Désignons par B, C, b, ¢ les rayons de ces quatre roues dentées, 
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par V la vitesse de rotation de la roue A, par ¢ celle de B, nous aurons 
entre ces quantités la relation (BéLancer, Traité de Cinématique. 
p- 198) 


2 à . B 
Les deux vitesses sont de même sens si 3 est plus grand que = c’est 


le cas que nous adopterons. De plus, pour établir entre la vitesse du 
régulateur et celle de l’axe horaire le rapport convenable, il est néces- 
saire que ? soit les g dixièmes de V; done 


B b 
Fans à 


had ee me à 


10 


Pose rs 
wa co Se C 
relation à laquelle on satisfait en prenant B= 5b, C=4e. 

Nous avons supposé la roue C immobile, mais si pendant le mouve- 
ment de A on vient à la faire tourner sur elle-même par |’intermédiaire 
d’une roue d’angle D fixée sur le même manchon, le rouage satellite 
en recevra une augmentation ou une diminution de vitesse qui, sans 
influencer en rien la vitesse de A, se transmettra à la roue B et à 
l’arbre XX’. Cette roue d’angle a donc une double fonction : 1° main- 
tenir immobile la roue C pendant le mouvement uniforme de A et de 
arbre; 2° lui communiquer la vitesse additive ou soustractive qu’elle 
reçoit de l'extérieur. Il est toujours possible de remplir la première 
condition, puisqu'on dispose des frottements exercés sur l'extérieur 
du manchon et sur les pièces qui se relient à la roue d’angle; on 
fait tourner D, quand il en est besoin, à l’aide d’une roue d’angle et 
d’une longue manette dont la poignée se trouve à portée de l’obser- 
vateur. 

L'arbre XX’ (fig. 3), au moyen de roues d’angle et d’une tige verticale, 
communique son mouvement à une vis tangente qui engrène avec la 
roue K (fig. 4). Sur l’arbre de cette dernière sont également fixés deux 
pignons, l’un a de 20 dents, l’autre a, de 18. Le pignon de 18 engrène 
avec une grande roue À, de 200 dents qui tourne librement sur l’axe, 
mais qui fait corps avec lui lorsque la pince P la rend solidaire du 
cercle horaire H. Dès lors l’axe polaire XX’ obéit au mouvement que 


lui communique le régulateur et à tous ceux, additifs ou soustractifs, 
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que lui imprime la main de l'observateur par l'intermédiaire du rouage 
satellite. 


Fig. 4. 
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Le second problème qu'avait à résoudre le constructeur du sidéro- 
stat était plus ardu que le premier : il s'agissait de produire, à l’aide 
d’une manette immobile, un mouvement de rappel du cercle de décli- 
naison, à l’extrémité d’un axe mobile, sans altérer le mouvement de cet 
axe. L. Foucault avait seulement indiqué le problème, et en avait fait 
entrevoir la solution à l’aide d’un rouage satellite, mais sans donner 
de vive voix ou laisser dans ses papiers aucune description du système 
qu'il prétendait appliquer. Voici l’élégante construction à l’aide de 
laquelle M. Eichens a atteint le but proposé. 

L’axe polaire XX’ (Pl. J, fig. 1) est enveloppé, sur la portion de sa 
longueur qui semble nue sur la figure, d’un manchon en bronze qui 
traverse le collet inférieur du support, et la, au moyen de deux roues 
d'angle rr, commande un pignon dont la denture engrène avec celle 
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qu'on a taillée sur tout le pourtour du cercle de déclinaison. Si le man- 
chon tourne avec l'axe polaire, ces roues restent en repos relatif et 
immobilisent le cercle par rapport à l'axe. Si le manchon prend une 
avance ou un retard sur le mouvement de l’axe, les roues déplacent 
d’une quantité proportionnelle la denture du cercle, et par conséquent 
la direction de la fourchette. Il faut done établir entre le manchon et 
l’axe polaire une solidarité telle que le mouvement horaire les entraîne 
tous deux avec la même vitesse, mais que l’on puisse néanmoins faire 
tourner ce manchon isolément sans altérer le mouvement de l'axe. Un 
rouage satellite identique à celui que je viens de décrire va suffire à 
obtenir ce double effet. 

L'ensemble du mécanisme est représenté en coupe verticale (fig. 4). 
Dans cette figure, comme dans la précédente, les hachures indiquent 
par leur direction la liaison ou l’indépendance des pièces en contact : 
deux pièces voisines, où les hachures sont de même sens, sont solidaires 
l’une de l’autre; elles sont indépendantes si les hachures sont de sens 
contraires. Le pignon a, qui est fixé sur le même arbre que le pignon a, 
et obéit, par suite, au mouvement horaire, engrene avec une roue A 
de 200 dents, semblable, par conséquent, à la roue A, et, comme elle, 
folle sur l’axe polaire XX’. Mais le pignon a portant 20 dents, tandis 
que a, n’en a que 18, on voit que la roue A prend une vitesse plus 
grande d’un dixième que celle de A, ou de l’axe polaire. Cette vitesse, 
étant transmise au manchon par l’intermédiaire d’un rouage satellite, 
où les roues et pignons auront les rapports établis précédemment : 
B = 56, C = {c, sera réduite d’un dixième, et par conséquent le man- 
chon tournera dans le même sens et avec la même vitesse que l'axe. 
Les mêmes lettres indiquent, dans la fig. 4, les différentes roues dont 
le rôle a été expliqué précédemment. La roue D, qui doit immobi- 
liser C, s’appuie sur une roue E, montée sur un arbre parallèle à celui 
des pignons a et a,, et cet arbre peut être mis en mouvement à l'aide 
d’une longue manette, de roues d’angle et d’une tige verticale qui se 
voient dans la fig. 1, Pl. I. C’est ce mouvement de la manette qui, par 
l'intermédiaire du rouage satellite, se transmet jusqu’au manchon et 
fait varier la direction de la fourchette et du miroir sans altérer le 
mouvement horaire. 

Ce mouvement de rappel est assez rapide pour qu'on puisse l'em- 
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ployer au calage de l'instrument en déclinaison. A cet effet, la tige de 
la manette porte une poignée en bois à la portée de l'observateur 
lisant la graduation du cercle de déclinaison. Si l’on veut opérer très- 
rapidement, il faut désembrayer la roue d’angle latérale r, ce que l'on 
fait en desserrant le bouton qui la maintient sur son carré. 


L'installation préparée pour le sidérostat dans le jardin de l’Obser- 
vatoire a été construite d'après les plans que j'avais discutés avec 
L. Foucault, et par les soins de l'Administration des bâtiments civils. 
Le pilier, destiné à recevoir l'appareil, est un monolithe de forme 
triangulaire comme le socle en fonte; il est entaillé dans sa partie 
nord d’une gouttière verticale qui forme Vorifice du puits dans lequel 
descend le poids moteur. Deux murs parallèles en dalles placées 
de champ courent du sud au nord de chaque côté de ce pilier sans 
le toucher; ils portent des rails en fer sur lesquels roule une petite 
maisonnette en bois, recouverte en carton bitumé, qui forme l’abri de 
instrument. Avant l’observation, on fait rouler la maisonnette vers le 
nord, de manière à laisser le sidérostat complétement à découvert. Des 
talus en gazon recouvrent la partie extérieure de ces murs. 

La lunette d'observation sera portée par deux piliers et fixée à l’aide 
de colliers à vis et à charnière qui permettent les mouvements de rec- 
tification. La distance de l'objectif au miroir est de 3 mètres. Cette 
lunette sera protégée par un simple toit formé de deux planches. 

L’extrémité oculaire de la lunette pénétrera à travers un volet en 
bois dans le cabinet d'observation, petit bâtiment de 3 mètres de côté 
etde 2 mètres seulement d’élévation, afin de cacher le moins possible 
la partie sud du ciel. L’oculaire ou les appareils qui terminent la lu- 
nette à l'intérieur du volet doivent être reliés à ce volet par une bourse 
en étoffe épaisse, afin d’intercepter toute communication entre l'air 
intérieur et l'atmosphère. 


Nous avons maintenant à placer le sidérostat sur son pilier, la lunette 
sur ses supports, et à régler les deux instruments l’un sur l’autre, puis 
par rapport au méridien et à l’axe du monde. 

Au moyen d’un théodolite placé sur le pilier du sidérostat, de telle 
façon que le centre de rotation de la lunette occupe la place du centre 
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du miroir, on détermine, par la méthode des hauteurs absolues, Vazi- 
mut d’un collimateur placé dans l’intérieur de la cabane d’observation. 
Puis visant avec la lunette du théodolite dans la lunette du sidérostat, 
on rectifie la position de celle-ci jusqu’à ce que son axe soit dans le 
méridien et son inclinaison égale à celle qui doit résulter de la’ con- 
struction de l’instrument. 

Cela fait, on enlève le théodolite, et l’on met le sidérostat en place. 
Au moyen des vis calantes du socle’ et des deux niveaux rectangulaires, 
on règle l’horizontalité du plan sur lequel roule la plateforme qui 
porte le miroir. L’axe du miroir doit alors être horizontal, l’axe po- 
laire doit se trouver dans un plan vertical et avoir sur horizon une 
inclinaison égale à la latitude du lieu. Au moyen d’un niveau à four- 
chettes posé sur les tourillons du miroir, il sera bon de s’assurer que 
Paxe de ces tourillons reste horizontal pendant la rotation de la 
plateforme, et vérifier ainsi le réglage des niveaux du socle. 

Parmi toutes les positions que peut prendre le miroir autour de son 
centre de figure, il en est quelques-unes très-remarquables auxquelles 
nous aurons souvent recours et qu'il faut d’abord définir. En nous 
reportant au théorème énoncé page 52, nous voyons que lorsque la 
fourchette tourne autour de l’axe polaire en faisant avec lui un angle 
constant, la tige directrice trace sur le plan perpendiculaire à la direc- 
tion du rayon réfléchi des cercles qui se réduisent à un point dans 
deux cas: le premier, seul réalisable, est celui où la fourchette coïi- 
cide avec le prolongement de l’axe polaire, le miroir réfléchit alors te 
rayon incident venant suivant cet axe; le second serait le cas où la 
fourchette se replierait sur l’axe jusqu’à coincider avec lui. Dans ces 
deux positions, l’axe polaire peut tourner sur lui-même sans imprimer 
au miroir aucun mouvement. La première est donc facile à trouver 
mécaniquement, puisqu'il suffira, pour reconnaître qu’elle est atteinte, 
de viser par réflexion, avec une lunette fixe, un point fixe éloigné, et 
de constater que son image reste immobile pendant que l'axe polaire 
fait un tour entier. 

Si maintenant la fourchette décrit une série de plans méridiens, la 
queue du miroir trace sur le plan perpendiculaire au rayon réfléchi la 
série correspondante des cercles, projéctions stéréographiques des pre- 
miers, lesquels se coupent tous aux deux points définis par le para- 
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graphe précédent. A un seul des plans méridiens tracés par la four- 
chette correspond un plan décrit par la tige directrice : c’est celui dont 
la trace sur le plan de projection est la droite qui joint les deux pôles 
de la projection, et qui répond au cas où le plan décrit par la fourchette 
passe par le point de vue ou par le centre du miroir, c’est-à-dire est le 
plan médian du sidérostat. A des plans horaires également inclinés de 
part et d’autre sur celui-ci, correspondent des déplacements maxima 
du support du miroir égaux et de sens contraires. Ce plan méridien est 
donc encore facile à définir mécaniquement : c’est celui pour lequel la 
rotation du cercle de déclinaison n’entraine aucun déplacement du sup- 
port du miroir. On le déterminera par cette condition, en traçant un 
point de repère sur la plate-forme des montants du miroir et visant ce 
point avec un microscope fixe : l’axe horaire étant arrêté par la pince, 
on fera tourner le cercle de déclinaison à l’aide de la manette de 
rappel, et l’on devra constater l’immobilité du point. Des rotations 
égales de l’axe horaire de part et d’autre de la position ainsi déterminée 
devront donner des déplacements égaux et de sens contraires du sup- 
port, pour un même arc parcouru par la fourchette. 

Les deux positions, ainsi déterminées, fixent l’une le zéro du cercle 
des distances polaires, l’autre le zéro du cercle horaire. On y amènera 
les veraiers au moyen des vis de rappel. 

Avant d’aller plus loin, il est nécessaire de nous arrêter un moment 
et d'étudier plus en détail les deux positions singulières qui viennent 
d’être définies. J'ai dit que, pour déterminer la position du zéro du cercle 
de déclinaison, on devra viser, avec une lunette, un point éloigné par 
réflexion sur le miroir, et amener la fourchette à une position telle 
qu'une rotation complete de l’axe horaire n’imprime à l'image aucun 
déplacement. On peut utilement employer, dans ce but, la lunette même 
du sidérostat, et prendre pour mire un collimateur dont l’axe soit ri- 
goureusement parallèle à l'axe polaire. C’est une lunette, munie d’une 
croisée de fils en son foyer, qui repose par deux collets cylindriques 
égaux sur deux appuis en forme de V fixés aux extrémités d’une règle 
métallique. Cette règle, de même longueur que l’axe polaire, est montée 
sur deux pieds terminés par des fourches, qui viennent se poser sur 
des collets cylindriques égaux qu’on a ménagés autour de l'axe polaire 
près de ses extrémités. Un bras métallique, qui peut se fixer contre le 
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support du coussinet inférieur de l’axe polaire, maintient en place cet 
appareil, tout en lui laissant sa mobilité. Par un réglage identique à 
celui de la lunette d’un niveau topographique, on amène les collets du 
collimateur à l'égalité. Cela fait, on place l'appareil sur l'axe polaire, 
le miroir étant dans la position où la rotation de l’axe polaire ne lui 
imprime plus de déplacement sensible à l’œil. Alors on fait mouvoir la 
lunette dans le plan vertical, et l’on déplace le socle du sidérostat en 
azimut, jusqu’à ce que l’on ait obtenu la coïncidence de la croisée des 
fils de la lunette avec l’image de celle du collimateur. La fourchette oc- 
cupe la position cherchée, elle est sur le prolongement de l’axe polaire, 
lorsqu'une rotation complète de l’axe polaire ne détruit pas la super- 
position des deux croisées de fils. 

Mais ce réglage nous fournit en même temps deux autres éléments 
importants. Si l'axe du collimateur est bien exactement parallèle à l’axe 
polaire, la coincidence des croisées de fils nous fait reconnaître : 1° que 
axe de la lunette se trouve dans le plan vertical passant par l’axe po- 
laire; 2° que l’axe de la lunette possède l’inclinaison voulue pour rece- 
voir un rayon réfléchi provenant d’un rayon parallèle à la fourchette. 
Or la condition du parallélisme du collimateur à l’axe polaire s’élimine 
par un retournement de l’appareil. Après la première opération, on 
retourne bout pour bout le support sur l’axe polaire et le collimateur 
sur son support, et l’on pointe de nouveau les deux croisées de fils l’une 
sur l’autre. La moyenne des deux positions de la lunette est celle qu’elle 
doit avoir pour viser le pôle de l’instrument. Elle a donc, par rapport 
à l'horizon, l’inclinaison déterminée par la construction de l'appareil 
directeur du miroir. En même temps, puisque cette lunette a été placée 
presque exactement dans le méridien par l'opération préliminaire, on 
voit que le sidérostat lui-même s’y trouve amené; et tout l'appareil est 
réglé avec assez de précision pour que l’on puisse considérer ce réglage 
comme suffisant pour l’usage ordinaire du sidérostat. Nous pourrions 
nous arrêter ici, s’il n’était nécessaire d'étudier l'influence des défauts 
de construction de l’appareil. 

L'expérience que nous venons de faire pourra nous en révéler un : 
il pourra arriver que, dans aucune position de la fourchette, une rota- 
tion complète de l’axe polaire ne laisse le miroir complétement immo- 
bile. C’est ce qui aura lieu si l’axe de la fourchette ne rencontre pas 
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l'axe polaire, mais se trouve placé excentriquement, de manière à pou- 
voir lui devenir simplement parallèle sans coincider avec lui. Alors, 
pendant le mouvement de l’axe, l'extrémité de la fourchette décrit un 
cercle sur lequel tourne la queue directrice. Le miroir ne peut être 
amené, par aucun déplacement du cercle de déclinaison, à donner 
l'image du pôle au centre du champ de la lunette : le pôle n’existe pas 
comme point. Il est remplacé par un petit cercle sur la projection sté- 
réographique qui guide la queue directrice du miroir, et tous les cercles 
de distance polaire se trouvent agrandis de la même manière. D'où il 
suit que l'instrument, bien réglé d’ailleurs, étant dirigé vers une étoile, 
l'action du mouvement d’horlogerie ne conservera pas cette étoile im- 
mobile au milieu du champ, mais lui fera parcourir une courbe fermée 
autour de sa position d’immuabilité théorique. L'artiste peut seul re- 
médier à ce défaut de construction. 

La détermination du zéro du cercle horaire, par le procédé qui a été 
indiqué, suppose de même remplie une condition importante dans la 
construction de l'instrument, savoir, que le plan vertical passant par 
axe polaire contient aussi le centre du miroir. S'il n’en était pas ainsi, 
dans la projection stéréographique tracée par la queue du miroir sur 
le plan perpendiculaire au rayon réfléchi, aucun plan méridien n'aurait 
pour trace une droite verticale, et la seule droite oblique correspondrait 
non plus au plan médian du sidérostat, mais au plan horaire qui passe 
par le point de vue. Dès lors, il n’existe plus de position du plan ho- 
raire telle que la tige directrice puisse le parcourir sans qu’il en résulte 
de déplacement horizontal du support du miroir. Le caractère méca- 
nique auquel nous avons reconnu le plan méridien du sidérostat est 
donc d’une grande importance; non-seulement il nous donne le zéro du 
cercle horaire, mais, par son absence, il nous manifeste un défaut de 
construction de l'appareil qui rendrait impossible le réglage dans les 
conditions où nous voulons le faire. En effet, un sidérostat présentant 
cette déviation du centre du miroir, réfléchit le rayon non pas dans le 
plan méridien, mais dans le plan vertical qui passe par le centre du 
miroir et le centre d’articulation de la fourchette avec l’axe polaire. 
Si donc, apres avoir reconnu le défaut, on ne veut pas le faire corriger 
(ce qui serait possible par un déplacement latéral du support de l'axe 
horaire), il faut placer la lunette d’observation, non plus dans le plan 
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méridien, mais dans le plan qui vient d’être défini. A cet effet, on ré- 
glerait d’abord le sidérostat lui-même dans le méridien, par l'emploi 
du théodolite et du collimateur parallèle à l’axe polaire; puis on régle- 
rail la lunette sur le sidérostat, en lui donnant la position où elle vise 
la croisée des fils du collimateur par réflexion sur le miroir amené dans 
la position où une rotation complète de l’axe polaire ne lui imprime 
aucun déplacement. Ce procédé s'applique à un appareil réfléchissant 
dans.un plan vertical quelconque, en dehors du méridien. Dans tout ce 
qui va suivre, nous supposerons le sidérostat réfléchissant les rayons 
dans le plan méridien. 


Tout l'appareil, lunette et sidérostat, ayant été placé très-approxi- 
mativement dans le plan du méridien, pourra être considéré comme un 
instrument méridien, propre à donner les ascensions droites et les dis- 
tances polaires, une fois le cercle horaire fixé au zéro déterminé comme 
il vient d’être dit, et le support du miroir immobilisé au moyen de la 
pince. Des observations de passages et des déterminations de distances 
polaires d'étoiles connues vont nous permettre de rectifier le premier 
réglage de l'instrument. 

On observe, sur une pendule dont la correction absolue et la marche 
horaire sont déterminées d’ailleurs, les temps des passages d’une série 
d'étoiles connues à un fil vertical tendu dans la lunette. Soientt, 7’,... 
les différences entre l’ascension droite de chacune de ces étoiles et le 
temps du passage corrigé de l'erreur de la pendule. 

Par l’axe de la lunette, menons un plan perpendiculaire au méridien : 
c’est ce plan qui va, pour nous, jouer le rôle d'horizon. La latitude du 
lieu étant 9, celle que nous introduirons dans nos formules sera © — 7, 
i étant l’inchinaïson de Ja lunette au-dessous de l'horizon. 

Nous avons à déterminer les quantités qui, dans notre instrument, 
jouent le même rôle que l’azimut, l’inchinaison et l'erreur de collima- 
tion d’une lunette méridienne. Remarquons d’abord que, pendant que 
le rayon incident et la fourchette parcourent la portion visible du mé- 
ridien, de l’horizon sud à l'horizon nord, la queue directrice du miroir 
ne parcourt qu’un angle droit, depuis l'horizontale jusqu’à la verticale. 

Si ’axe de la lunette fait avec le méridien, du côté de l’ouest, un 
angle dans le plan de l'horizon hypothétique, le rayon incident qui 
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viendra se réfléchir suivant cet axe fera constamment avec le méridien 
le même angle y du côté de l’est. Cette déviation de la lunette joue le 
même rôle que l'erreur de collimation dans l'instrument des passages; 
en d’autres termes, le rayon incident est celui que recevrait une lunette 
méridienne dont l'erreur de collimation serait 7, 

Si l'axe des tourillons du miroir n’est pas perpendiculaire au méri- 
dien, mais que sa partie ouest dévie vers le sud de l’angle @, la normale 
au miroir pendant sa rotation décrira un plan vertical incliné du même 
angle « sur le méridien. Le rayon incident correspondant à un rayon 
constamment réfléchi suivant l'horizontale dans le méridien décrira 
donc un cône, dont l’axe sera la ligne même des tourillons, et dont le 
demi-angle au sommet sera 90°— x. Ce rayon est celui que recevrait une 
lunette méridienne affectée à la fois d’une erreur de collimation «& et 
d’une erreur azimutale &. 

La surface réfléchissante du miroir peut n’étre pas parallèle à l'axe 
des tourillons; soit 6 l’angle qu’elle fait vers le sud avec la partie ouest 
de cet axe. La normale décrira, autour de cet axe, pendant la rotation, 
un cône dont le demi-angle au sommet sera go° — f; et de la position 
verticale à la position horizontale du miroir, le rayon incident qui donne 
un rayon horizontal réfléchi dans le méridien, décrit un cône de même 
angle autour d’un axe incliné de l'angle £ sur l’axe des tourillons. Ce 
rayon est donc celui que recevrait une- lunette méridienne affectée 
d’une erreur de collimation 6 et en même temps d’une erreur azimu- 
tale 6. 

Enfin, si l’axe des tourillons est incliné de l’angle < sur Phorizontale, 
l'extrémité ouest étant la plus élevée, la normale au miroir décrit, pen- 
dant la rotation, un plan qui coupe le plan méridien suivant une hori- 
zontale, et est incliné vers l’est d’un angle &. Le rayon incident corres- 
pondant au rayon réfléchi horizontalement du nord au sud dans le 
méridien décrit done, de l'horizon sud à l’horizon nord, le même plan, 
pendant que la normale passe de la position horizontale à la verticale. 
Le rayon incident est done celui que recevrait une lunette méridienne 
dont l'axe des tourillons aurait une inclinaison «. 

En résumé, le rayon incident qui donne le rayon réfléchi du nord au 
sud, suivant l’axe de la lunette, est celui que recevrait une lunette mé- 
ridienne dont l’erreur azimutale serait a + B, Verreur de collimation 
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2+ 6+, et l’inclinaison ¢, tous ces angles étant comptés positive- 
ment comme je l’ai défini, c’est-à-dire de manière à amener dans la 
lunette une étoile qui n’a pas encore atteint le méridien. | 
Dès lors, la formule de réduction de l'instrument des passages s’ap- 
plique au sidérostat, et l’on a, en employant celle de Tobie Mayer, 


dé 


Nous ne pouvons d’ailleurs observer que des passages supérieurs. 

La détermination des constantes n’offre aucune difficulté. On obtien- 
dra ¢ par un nivellement exécuté dans les conditions ordinaires, l’iné- 
galité des tourillons ayant été mesurée préalablement en dégageant la 
tige directrice de la fourchette et retournant le miroir. 

Si l’on détermine le passage d’une étoile au zénith hypothétique de 
notre appareil, on obtiendra, puisque d= 9 — 7, 


T=(e+a+f6+y)sec(p—i). 


Une étoile à l’horizon sud, pour laquelle ¢=—g0°+ (9 —i), don- 

nerait 
T= (20 + D ne A 

L'observation des passages de deux groupes d'étoiles, les unes voi- 
sines du zénith, les autres voisines de l'horizon, permettra donc d’ob- 
tenir des valeurs suffisamment exactes de «+ 6 et de y. Il est d’ail- 
leurs impossible de séparer ici les deux constantes @ et 6, qui en effet 
jouent le même rôle par rapport à l'instrument. Mais on pourra déter- 
miner à l’avance l'angle £ par des observations faites sur le miroir dé- 
gagé de sa liaison avec la fourchette. Si en effet on amène le miroir 
successivement dans les deux positions verticales de part et d’autre de 
l'axe, ces deux positions de la surface réfléchissante comprendront 
- l'angle 28, qu'il s'agira de mesurer. Or cette mesure s'effectuera à 
l'aide d’un théodolite, par les mêmes procédés à l’aide desquels on 
mesure l’angle réfringent d’un prisme. On pourrait croire qu'il est tou- 
jours possible au constructeur d'annuler l'angle 6 : car la surface du 
miroir coincide rigoureusement avec le plan qui passe par les bords du 
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barillet, et l’on pourrait roder ceux-ci jusqu’à ce qu'un niveau, posé 
sur les tourillons et posé sur les bords du barillet, donnat la même 
inclinaison. Mais il faut remarquer qu'un rodage a été effectué pour as- 
surer la perpendicularité bien autrement importante de la queue direc- 
trice à la surface du miroir; l'erreur de position de la surface, par rap- 
port aux tourillons, est donc de celles qu’il faut subir sans pouvoir la 
corriger : il nous suffit qu’elle ne soit pas trop considérable. 

Les déterminations qui précèdent n’ont pas en effet pour but de 
transformer le sidérostat en un instrument des passages, prétention 
bien opposée à la pensée dans laquelle il a été construit; elles doivent 
seulement nous donner les valeurs approchées des déviations de la 
lunetie et du miroir, afin de nous permettre de les réduire à des erreurs 
suffisamment petites pour que, dans l’usage ordinaire de l'appareil, le 
calage des cercles d'angle horaire et de distances polaires permette de 
trouver immédiatement l’astre cherché, et que les observations micro- 
métriques de deux astres voisins donnent leurs positions relatives avec 
une approximation égale à celle que l’on demande aux observations 
équatoriales. Une minute d’arc en distance polaire, dix à quinze se- 
condes de temps en ascension droite, telles sont les limites autour des- 
quelles doivent osciller les erreurs largement acceptables. L'appareil, 
considéré comme instrument méridien, pourra, par les observations 
précédentes, être amené à ne présenter pour les ascensions droites que 
des erreurs beaucoup moindres. Si d’ailleurs il était nécessaire d’ob- 
tenir plus rigoureusement les coordonnées d’un astre, on déterminerait 
les corrections absolues de l'instrument dans la position qu’il occupe 
par l'observation d’une belle étoile suffisamment rapprochée de l’astre, 
ainsi que cela se pratique avec l'équatorial. 

Ce premier réglage effectué, le plan médian du sidérostat coïncide 
à fort peu près avec le méridien; la lunette est elle-même dans ce plan, 
et la normale au miroir ne s’en écarte que fort peu pendant la rotation 
de celui-ci autour de ces tourillons. Il reste à régler l’inclinaison de 
l'axe polaire, et enfin à vérifier si la condition fondamentale de la 
construction du sidérostat, savoir l'égalité des longueurs OM et OF, est 
exactement remplie. Nous allons procéder à ces déterminations par 
des observations faites encore dans le plan du méridien. 

Soit O (fig. 5) le centre du cerele des distances polaires, HH la 
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trace de l'horizon sur le plan du méridien, OP l'axe du monde, OI l'axe 
polaire de l'instrument, OL la direction de la lunette, déjà exactement 
réglée. Soit OF’ la fourchette, supposée trop courte de FF’= x; la queue 
du miroir prend la direction F’L, qui répondrait à la position OF d’une 


Fig. 5, 


fourchette de longueur normale. Le rayon incident qui se réfléchit sui- 
vant OL est donc S’O, prolongement de OF; tandis que la lecture faite 
sur le cercle de déclinaison correspond à la direction OS, prolonge- 
ment de OF’. 

Dans ces conditions, appelons P la distance polaire, affectée de la 
réfraction, de l’étoile vue dans la lunette, IT la lecture correspondante 
sur le cercle des distances polaires, c’est-à-dire l’angle SOT, le zéro 
de ce cercle ayant été réglé comme nous l’avons dit. Appelons 


» l’angle POTI, 
i l’angle HOL, 
w l’angle SOS’, 
© la latitude du lieu ou l'angle POH’, 


tous ces angles étant comptés dans le sens des distances polaires; nous 


aurons 
P—I+Ài+o. 
10. 


76 DESCRIPTION DU SIDÉROSTAT 


L’angle w a pour expression suffisamment approchée 


to = FA cot $FOL 206 265" = ; tot; (Il PAF PE LOS 
tant que l’angle FOL ne devient pas très-petit. 

Si donc on observe dans le méridien une série d'étoiles connues, la 
correction à apporter aux lectures faites sur le cercle des distances 
polaires, pour obtenir leur distance au pôle, se composera d’une partie 
constante et d’une partie variable avec I. 

Le caractère auquel on reconnaîtra l'égalité de longueur de la four- 
chette et de la distance OL sera donc la possibilité de ramener les dis- 
tances polaires lues sur l'instrument à leur valeur vraie par l'emploi 
d’une correction constante, qui constituera la correction de collimation 
du cercle des distances au pôle. S’il n’en est pas ainsi, si au contraire la 
correction nécessitée par les observations va en croissant depuis l’hori- 
zon sud jusqu’au pole, limite des observations possibles, on en con- 
clura que la fourchette est plus courte que la distance des axes OL; 
elle sera plus longue si la correction prise avec son signe va en dé- 
croissant, et méme change de signe. 

I] faut alors avoir le moyen de ramener à |’égalité les deux lon- 
gueurs OF et OL. Le miroir et l’axe polaire étant fixés sur le même 
socle en fonte, c’est la longueur de la fourchette qui doit étre la quan- 
tité variable. A cet effet, la queue cylindrique qui tourne dans les col- 
lets portés par le cercle des distances polaires est maintenue par deux 
anneaux qui pressent en sens contraire contre ces collets, et que l’on 
peut déplacer d’une petite quantité en les faisant tourner sur un pas de 
vis. Un contre-écrou les maintient ensuite en place. Par des tatonne- 
ments réguliers, on amènera ainsi la fourchette à la longueur voulue. 

On facilitera ces tatonnements par des observations faites au voisi- 
nage de l’horizon sud; alors en effet la correction » se réduit sensi- 
blement à zéro, et la différence P— IT fait connaître une valeur appro- 
chée de 4. On peut ensuite des autres observations, faites aussi près 
que possible du pôle, déduire des valeurs de la correction w, qui per- 
mettront de calculer le rapport 7 avec une approximation suffisante 


pour guider les retouches à faire subir à la fourchette. 
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Une fois l'égalité obtenue, il est nécessaire qu’elle se conserve mal- 
gré les variations de température : la fourchette doit donc être con- 
struite du même métal que le socle lui-même. L’impossibilité d’équili- 
brer la fourchette dans les conditions de construction que nous imposait 
le modèle exécuté sous les yeux de L. Foucault nous a conduits à faire 
la fourchette en aluminium. Il est utile de calculer quelle erreur peut 
en résulter, pour une variation de température donnée, sur la distance 
polaire d’une étoile. La lunette étant supposée horizontale, l’erreur « 
sera très-approximativement, pour chaque degré de variation de tem- 
pérature à partir du point où l’égalité a lieu, 


w = (k’ — k) cot t(II + ¢) 206 265”. 


Ici la différence k’ — & des coefficients de dilatation est 0,oooorrt. 
Par conséquent nous aurons 


(ONG le ns" 


Ainsi, à l’extréme limite des observations possibles, il faudrait une 
variation de 12 degrés pour produire une erreur de 1 minute sur la 
position de l'étoile. Au zénith, la variation de température devrait être 
environ 26 degrés. À partir de ce point, l’erreur diminue très-rapide- 
ment jusqu’à l’horizon, où elle est nulle. En réalité, l’introduction de 
la fourchette en aluminium ne produira pas, dans l’emploi de l’appa- 
reil, d'erreurs supérieures à celles qu’on doit attendre de l’imperfection 
du réglage. La loi des variations de la distance polaire étant d’ailleurs 
connue, il sera facile, si l’on en sent la nécessité, de construire une 
table de correction pour les diverses températures. 

Nous avons remarqué que, si l’on mène par le centre de rotation de 
la fourchette un plan TT’ perpendiculaire à la direction du rayon réflé- 
chi, la tige directrice du miroir, dans son mouvement, trace sur ce 
plan la projection stéréographique du lieu parcouru sur la sphère par 
l'extrémité de la fourchette, le point de vue étant au centre du mi- 
roir. Lorsque la fourchette n’est pas égale à la distance de son centre 
de rotation au centre du miroir, cette propriété subsiste encore, 
avec cette différence que le point de vue est situé en dedans ou en 
dehors de la sphère décrite par l'extrémité de la fourchette, suivant 
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que celle-ci est trop longue ou trop courte. De la, la détermination 
générale de l'erreur résultant de cette inégalité. Soit 7— ala longueur 
de la fourchette; on trace sur le plan pris comme tableau la projection 
perspective de l'extrémité de la fourchette, en prenant le point de vue à 
la distance Z. Les coordonnées du point du ciel qui se trouve sur le pro- 
longement de la fourchette sont les lectures faites sur les deux cercles, 
savoir II et A (l’instrument étant supposé bien réglé d’ailleurs). Il 
s'agit de trouver les coordonnées P et H du point du ciel qui se voit 
actuellement dans la lunette. Or ces coordonnées sont évidemment les 
symétriques par rapport au centre de rotation de la fourchette de celles 
de l'extrémité d’une fourchette idéale de longueur /, qui donnerait à 
la tige directrice du miroir sa position actuelle. La projection steréo- 
graphique de cette extrémité sur le tableau est donc la même que la 
projection perspective qu’ on vient de déterminer. Le probleme est, par 
suite, ramené à celui-ci dont tous les éléments sont connus : Étant don- 
nées les coordonnées 180°+ IT et 180°+ À d’un point situé sur une 
sphère de rayon / — x, trouver des coordonnées 180° + P et 180°+H 
du point dont la projection stéréographique coincide avec la projection 
perspective du premier sur le même plan et pour le même point de vue 
situé à une distance / du centre de projection. : 

Mais il n’est pas nécessaire de résoudre ce problème dans toute sa 
généralité pour reconnaitre la loi des erreurs commises sur la position 
d’une étoile. Remarquons que la construction que nous avons faite 
(fig. 5) pour le plan du méridien est toujours valable pour un plan 
quelconque passant par la direction constante OL du rayon réfléchi et 
par la fourchette OF’. Dans ce plan, quel que soit son angle avec le plan 
vertical, l’étoile vue est toujours S’, tandis qu’on lit les coordonnées 
de l’étoile S : les deux étoiles sont donc toujours dans un même plan 
passant par OL; et dans ce plan la variation de leur distance angu- 
laire SOS’ est représentée par “AH 


D = 


cot + FOL, 
2. a 


d’une manière suffisamment approchée tant que l’angle FOL ne devient 
pas très-petit. 

L'erreur va donc en croissant quand ouverture de l'angle de la 
fourchette et du rayon réfléchi va en diminuant. 
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Or, dans la projection perspective que trace la tige directrice sur le 
plan TT’ perpendiculaire au rayon réfléchi, la droite Of est la projec- 
tion de la fourchette, et cette projection a aussi pour valeur OL cot£FOL : 
elle est donc proportionnelle à l’erreur commise, Si la fourchette ou 
son prolongement parcourt un grand cercle passant par la direction du 
rayon réfléchi, l'erreur va en croissant de zéro à Finfini. Si l’on force 
la fourchette à tourner en faisant un angle constant avec OL, l'erreur 
reste constante : des circonférences tracées sur le plan du tableau au- 
tour du point O comme centre représentent donc les courbes d’égale 
erreur. Le rayon d'une circonférence ou la projection perspective de la 
fourchette représente erreur dont sont affectées, dans le plan passant 
par OL les positions des étoiles dont les projections stéréographiques 
sont situées sur cette circonférence. 

Lorsque l’angle de la fourchette avec la direction OL devient très- 
petit, l’expression de l'erreur devient inexacte. Mais la construction 
précédente est toujours valable et fait voir ce qui se passe. 

Soit une fourchette trop longue; le rayon incident se rapprochant de 
l'horizon nord hypothétique, ou la fourchette de la direction opposée 
OL, il arrive un moment où le rayon visuel est parallèle au plan du 
tableau : les étoiles qui se trouvent sur le petit cercle, base du cône que 
décrirait cette position du rayon incident en tournant autour de OL, 
sont les dernières qui puissent se voir dans la lunette. La fourchette 
continuant à se rapprocher de OL, sa projection devient imaginaire : 
le prolongement seul du rayon visuel rencontre le tableau. Tout l’in- 
térieur du cône échappe à l’action réfléchissante du miroir. En effet, 
celui-ci s'incline de manière à tourner vers la lunette la face non réflé- 
chissante, et bascule très-rapidement pour arriver à la position verti- 
cale qu'il atteint quand la fourchette coïncide avec OL. 

La fourchette trop courte produit sur le miroir un effet exactement 
inverse. Il y a encore autour du point de l’horizon nord, situé sur le 
prolongement de la lunette, un petit cercle dont les étoiles sont les 
dernières que puisse faire voir le miroir; tout ce qui est intérieur 
échappe à son action; mais à partir de la position où le rayon visuel est 
tangent à la sphere / — a, le miroir revient sur les positions qu'il a déjà 
occupées, les parcourt toutes avec une rapidité extrême et, quand la four- 
chette coincide avec OL, renvoie à la lunette lesrayons venantsuivant LO. 
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Il n’est pas inutile de remarquer que ces positions singulières du 
miroir sont purement théoriques, et que les petits cercles d'invisibilité 
appartiennent à une région du ciel qu’il est impossible d’atteindre. 

Reprenons le sidérostat fixé dans le méridien et supposons qu'on ait 
rectifié la longueur de la fourchette comme nous venons de le dire, ou, 
ce qui revient au même, qu’on ait déterminé, par des observations faites 
au voisinage du pôle et près de l’horizon, les éléments de la correction. 

Une série d'observations de distances polaires faites sur des étoiles 
connues, dans le méridien, déterminera alors l’erreur de collimation 
du cerele des distances polaires, c’est-à-dire l’erreur À de Vinclinaison 
de l’axe. On agira sur la vis du socle de manière à corriger cette er- 
reur : car nous avons vu qu’il importe peu de conserver la verticalité 
du support du miroir. Mais ce changement d’inclinaison entraîne un 
changement égal dans l’inclinaison de la lunette : il faut done de nou- 
veau rectifier celle-ci. Après quoi le sidérostat doit se trouver complé- 
tement réglé et prêt pour l'observation. 


Les observations astronomiques peuvent se faire à l’aide du sidéros- 
tat, de deux manières, le miroir restant fixe ou tournant sous l’action 
du mouvement d’horlogerie. 

Si l'observateur veut déterminer les positions relatives de deux 
astres un peu éloignés, il arrête le mouvement d’horlogerie, et observe 
dans le miroir fixe, comme il ferait à l’aide d’un appareil parallactique 
ordinaire, mais sans avoir à se déplacer lui-même, quelle que soit la 
portion du ciel qu’il explore. Cet avantage, il est vrai, se trouve acheté 
par un inconvénient, qui a paru à quelques astronomes constituer une 
objection contre l'emploi du sidérostat dans les mesures micrométri- 
ques, mais dont il ne faut pas cependant s’exagérer la gravité. La di- 
rection apparente du mouvement diurne change chaque fois que l’on 
déplace le miroir; chaque nouvelle détermination des positions rela- 
tives des deux astres exige donc un nouveau réglage de la direction des 
fils du micromètre. L'expérience a montré que ce même inconvénient, 
qui existe dans l’usage des télescopes à oculaire mobile, n’entraine pas 
une perte de temps considérable; il est donc permis de ne pas s’en 
préoccuper ici outre mesure. Nous allons voir d’ailleurs comment on 
peut y remédier. 
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L'effet de cette variation de la direction apparente du mouvement 
diurne est à prendre en plus sérieuse considération, lorsque, le miroir 
étant en marche, on voudra effectuer des mesures micrométriques 
d'étoiles doubles. Cette direction, en effet, est l’origine des angles de 
position, et puisqu'elle varie à chaque instant, la mesure de ces angles 
semble rendue impossible. Mais à un instrument nouveau, répondent 
des méthodes particulières de mesure. On ne demande pas à un instru- 
ment azimutal les éléments que fournit directement un équatorial. Ici 

la fixité du micromètre engagera probablement à mesurer les angles 
_de position à partir de la verticale ou de l'horizontale. La connaissance 
de l’heure de l'observation suffira ensuite pour réduire les observa- 
tions à la forme ordinaire. 

Soient x, y, z les coordonnées du point du ciel actuellement réfléchi 
dans l’axe de la lunette, par rapport à trois axes rectangulaires conve- 
nablement choisis; x’, y’, z’ les coordonnées du point où le rayon réflé- 
chi va percer le ciel. Si le point observé se déplace de manière que ses 
coordonnées deviennent x + dx, y + dy, z + dz, celles du rayon ré- 
fléchi se changent en x'— dx, hint dy, 2 — Oz. Il est donc facile de 
déduire de la direction du mouvement de l’astre celle du mouvement 
du rayon réfléchi. 

La position de l’astre dans le ciel étant donnée par sa distance po- 
laire P et l’angle horaire H du cercle de déclinaison sur lequel il se 
trouve, déterminons nos coordonnées rectangulaires par rapport à un 
système de trois axes, dans lequel la partie positive de l'axe des = est 
perpendiculaire à l’équateur et dirigée vers le pôle nord, tandis que les 
axes des x et des y sont dans le plan de l’équateur, la partie positive 
de l'axe des x passant par l’origine des angles horaires, et la partie 
positive de l’axe des y par le point dont l’angle horaire est 90 degrés. 
L'origine est d’ailleurs au centre du miroir. Nous aurons 


eo sin PCOSH, 27 —=SINPSiIn, z= cosP. 


L’astre se mouvant sur un parallèle, P reste constant, H seul varie. 
On déduit de là ; 


0x—=—sinPsinH.0H, dy=sinPcosH.dH, dz=o0., 
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La direction du mouvement du rayon réfléchi est done, dans le plan 
de l'équateur, donnée par la relation 


— = tang «= — tang H. 


Pour projeter cette direction sur le plan perpendiculaire a l'axe de 
la lunette, c’est-à-dire sur le plan des fils, il suffit de multiplier par 
cos (9 — à), © étant la latitude du lieu, et ¢ Pinclinaison de la lunette 
au-dessous de horizon : | 


tang » = — tang H cos(9 — 1). 


Lorsque l’étoile est dans le plan horaire de six heures avant le mé- 
ridien, H = 270°, la direction du mouvement apparent est verticale et 
de bas en haut: elle se rapproche ensuite de l'horizontale, et dans le 
méridien est dirigée de l’est à l’ouest. Elle devient de nouveau verti- 
cale et dirigée de haut en bas, lorsque l'étoile atteint le plan horaire 
de six heures après le méridien. 

Le miroir parcourant un cercle de déclinaison, P varie seul, et lon 
a, dans l’équateur, 


= = cotang H = const. 
La variation de distance polaire n’a pas d’influence sur la direction du 
mouvement apparent dans la lunette. 

Si l’on observe sur le miroir immobile la distance de deux astres 
voisins, petite planète et étoile de comparaison, on amenera le fil à 
la direction parallèle au mouvement diurne, à l’aide du cercle de po- 
sition du micromètre et d’une table des valeurs de 4 construite à 
l’avance. Si le miroir se meut par l’action du mouvement d’horlogerie, 
on laissera le micromètre immobile et ses fils dans la direction des 
axes Ox et Oy: l'heure de l'observation permettra alors de réduire à 
la forme ordinaire les distances mesurées suivant ces deux axes. 

Si l’on supposait un héliostat renvoyant le rayon réfléchi suivant 
l'axe du monde, comme l’héliostat de Fahrenheit, on aurait = — H. 
On peut obtenir le même résultat à l’aide de deux miroirs disposés 
comme ceux du polémoscope des anciens, c’est-à-dire montés à A5 de- 
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grés sur deux axes rectangulaires autour desquels ils peuvent lourner. 
Dans ce cas, la direction du mouvement apparent varie avec l'angle 
horaire et avec la déclinaison de l'étoile observée. Mais il suffit que le 
micromètre fasse corps avec l’axe polaire pour que le fil, une fois réglé 
pour la déclinaison, suive le mouvement diurne, malgré la variation 
d’angle horaire. Les considérations dans lesquelles je suis entré sur le 
véritable rôle des instruments à réflexion permettront de décider, dans 
chaque cas particulier, quelle est la construction la plus avantageuse 
en vue du but qu’on se propose d’atteindre. 

La variation de direction du mouvement diurne, inhérente au sidé- 
rostat, doit être considérée surtout lorsqu'il s’agit d'appliquer l’instru- 
ment à la photographie d’un astre de diamètre sensible, comme la Lune 
ou le Soleil. Que le sidérostat soit employé, par exemple, à projeter 
l’image agrandie du Soleil sur un écran, cette image, dans l’intervalle 
de douze heures, tournera sur elle-même d’un demi-tour, les points 
qui se trouvaient en bas au matin venant au soir occuper la partie 
supérieure de l’écran. C’est là un véritable inconvénient si l’on veut 
dessiner cette image : pour la photographie du Soleil, il devient nul, 
puisque la durée de la pose ne doit pas dépasser une très-minime frac- 
tion de seconde. Quand il s’agira de la Lune, la durée sera un peu plus 
longue; cependant j’ai obtenu autrefois, avec M. Rayet, de bonnes 
images de cet astre sur collodion ordinaire par une exposition d’une 
demi-seconde : la variation du mouvement horaire pendant ce temps 
ne surpasse pas la variation de déclinaison de l’astre, qui reste toujours 
un obstacle réel à l'obtention de bonnes images lunaires, même lors- 
qu'on fait usage d'instruments équatoriaux ordinaires. Dans tous les 
cas, par conséquent, la solution de la difficulté reste la même : arriver 
à l’instantanéité d'impression. 

Cette instantanéité est imposée d’ailleurs par la nécessité d'échapper 
à l'influence des agitations de l’atmosphère; la plaque photogra- 
phique ne peut en effet, comme l'œil, choisir entre les impressions 
successives celles-là seulement qui donnent une bonne image. Si 
l’exposition se prolonge, l’image résultante est la superposition con- 
fuse de toutes les images partielles. L’instantanéité et le hasard 
guidé par un bon choix des circonstances atmosphériques peuvent 


seuls donner d'excellents résultats photographiques. Par conséquent 
II. 
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ici les conditions nécessaires au succès de l'opération sont d’accord 
avec celles qu’impose la construction de l’instrument employé. 


Je crois n'avoir, dans l’étude qui précède, dissimulé aucune des 
objections qui peuvent être faites à l'emploi du sidérostat comme auxi- 
liaire de l’Astronomie physique. La pratique de l'instrument fera con- 
naître sans doute de meilleures solutions que celles que j'ai proposées; 
elle révélera peut-être aussi de nouvelles difficultés; j'aurai atteint le 
but que je me suis proposé en publiant ce travail, Bi j'ai fait com- 
prendre la pensée qui a présidé à la construction du sidérostat, et le 
rôle que Foucault attribuait, dans l’Astronomie pratique, aux instru- 
ments à réflexion. 


MÉMOIRE SUR LA TORPILLE, 


Par M. MAREY, 


PROFESSEUR AU COLLÉGE DE FRANCE. 


Beaucoup de physiologistes ont étudié la fonction électrique dont 
certains poissons sont doués. Le nombre des espèces pourvues d’appa- 
reils électriques, restreint naguère encore à cing seulement ('), s’est 
notablement accru depuis que M. Robin a montré que toutes les espèces 
du genre Raie possédaient, à un état plus ou moins rudimentaire, l’ap- 
pareil et la fonction électrique. 

D'autre part, l’analyse de cet acte singulier qu’on appelle décharge 
électrique, a été de mieux en mieux étudiée à mesure que les physi- 
ciens ont mieux connu eux-mêmes les différentes propriétés de l’agent 
électrique. 

Au xvii’ siècle on écrivait, en parlant de la Torpille, que « ce pois- 
son, Lorsqu'on le touche, lance un venin qui paralyse et endort la main 
du pêcheur ». Muschenbroeck, au siècle dernier, reconnut la nature 
électrique de la décharge de la Torpille. Walsh, en 1778, vit égale- 
ment que l’engourdissement produit par la Torpille ne diffère en rien 
de celui que provoque la décharge d’une machine électrique. Il prouva, 
par un grand nombre d’expériences, que c’est bien de l’électricité qui 
est produite par ce poisson. Il en soumit la décharge à une série 
d’épreuves dans lesquelles elle se comporta comme l'électricité des 
machines. Ainsi, il reconnut qu’on peut impunément toucher l'animal 


© 


. (') Les cing espèces anciennement connues étaient la Raya torpedo, le Gymnotus electri- 
cus, le Silurus electricus, le Tétraodon electricus et le Trichiurus electricus. 
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en prenant pour intermédiaires des corps non conducteurs de Velec- 
tricité. De plus, il fit circuler la décharge à travers une chaine d’indi- 
vidus qui se tenaient par la main, et tous ressentaient eetté commotion 
singulière qu’on produit avec la bouteille de Leyde. 

Plus tard Davy obtint, avee le courant de la Torpille, la déviation 
du galvanomètre, l’aimantation d’aiguilles d’acier placées dans une 
spirale de laiton traversée par la décharge, et la décomposition de l’eau 
salée. Beequerel et Breschet vérifièrent les mémes faits et virent que, 
dans le fil du galvanomètre, le courant circule du dos au ventre de 
l'animal. 

La démonstration de l’étincelle vint plus tard encore : le P. Linari 
et Matteucci ont obtenu eette étincelle en rompant de différentes ma- 
nières un circuit métallique à travers lequel passait le courant de la 
Torpille. Le procédé le plus ingénieux est celui dans lequel Matteucci 
se servit d’une lime dans les conditions suivantes. 

Une plaque métallique adhérant à un fil de laiton est placée sous le 
ventre de la Torpille; sur son dos on pose une lime sur laquelle on 
frotte l'extrémité du fil métallique. On irrite l’animal pendant ce temps, 
et l’on voit, si l’on est placé dans l’obscurité, une ou deux étincelles 
jaillir entre la lime et le fil de laiton. La production de l'étincelle arrive 
si la rupture du circuit se fait au moment précis du passage du cou- 
rant de la Torpille. On conçoit dès lors le rôle de la lime, qui, produi- 
sant sous la friction du laiton une série de clotures et de ruptures du 
circuit à de tres-courts intervalles, doit nécessairement produire une 
de ces ruptures coincidant avec la décharge, pour peu que celle-ci ait 
de durée. Notons en passant que ce fait, que deux étincelles aient pu 
se produire pendant la décharge de la Torpille, montre bien clairement 
que cette décharge a une durée appréciable, mesurée, au moins, par le 
temps qui s’est écoulé pendant le passage du laiton sur deux dents suc- 
cessives de la lime. Moreau réussit à recueillir cette électricité sur un 
condensateur, ce qui lui permit de mesurer les variations d’intensité de 
cette décharge, d’après les indications d’un électroscope à feuilles d’or. 

On voit par quels degrés successifs a passé la connaissance du phé- 
nomène électrique produit par la Torpille. Sur ce point les progrès de 
la physique se sont transportés un à un dans le domaine de la physio- 
logie. La découverte des machines électriques de tension a permis à 
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Walsh de démontrer la nature électrique de la décharge. La découverte 
de la pile de Volta, de ses actions électrolytiques, de son influence sur le 
galvanomètre, de l’étincelle qui accompagne la rupture de son circuit, 
provoquèrent des recherches nouvelles qui montrèrent que les mêmes 
phénomènes se produisent ainsi dans la décharge des poissons élec- 
triques. 

Au point de vue physiologique, la question se pose aujourd’hui dans 
des termes très-simples. A-t-on toutes les notions possibles actuelle- 
ment sur l'électricité des poissons ? A-t-on soumis la décharge de ces 
animaux à toutes les expériences qui permettent de caractériser et de 
classer entre elles les différentes manifestations de l’électricité de nos 
machines? Assurément non. La décharge de la Torpille, telle que nous 
la montrent les travaux que je viens de citer rapidement, nous apparait 
comme un phénomène hybride, participant à la fois de la décharge des 
machines de tension et des courants de la pile. De nouvelles recherches 
seront donc nécessaires pour déterminer, à ce point de vue, les carae- 
teres de Pélectricité des poissons, et pour assigner leur place dans la 
série des différentes manifestations connues de l’agent électrique. 


Considérée au point de vue physiologique, c’est-à-dire comme fonc- 
tion animale, la décharge de la Torpille n’est pas moins curieuse à 
étudier. Ce phénomène, que l’animal produit à sa volonté ou à titre 
d'action réflexe, qui éclate par l'excitation artificielle des nerfs, qui 
s’épuise par l’action même, comme le mouvement dans un muscle 
fatigué, qui prend naissance dans un appareil spécial de structure 
bizarre, mais toujours à peu près constante chez les différentes espèces 
de poissons électriques; cet acte, dis-je, à quoi se rattache-t-il au point 
de vue de l’ensemble des fonctions animales? A-t-il quelque analogie 
avec une autre fonction connue et bien étudiée ? En ce cas, soumet- 
tons-le à des études nouvelles, en vue de contrôler les vues philoso- 
phiques qui nous porteraient à assimiler la fonction électrique à quelque 
autre fonction. 

Ici le plan d’étude est le même que tout à l'heure. C’est en soumet- 
tant le phénomène qui nous oecupe à une série d'épreuves physiologi- 
ques qu’on arrivera à reconnaître ses analogies avec d’autres phéno- 
mènes dont l'organisme vivant est le théâtre, et à déterminer sa place 
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dans l’harmonieux ensemble des fonctions de la vie. Un rapide coup 
d'œil montrera l’état de la question au point de vue anatomique et 
physiologique. 


Structure de l'appareil électrique des poissons. — Chez tous les pois- 
sons électriques l'appareil qui fournit la décharge présente à peu près 
la méme structure, mais diffère par sa forme extérieure. Ainsi, chez la 
Torpille, les deux appareils, situés de chaque côté de la téte, sont, au 
point de vue de leur contour, de figure réniforme, le hile étant tourné 
en dedans, du côté des branchies. Quant à l’épaisseur de ces organes, 
assez considérable à la partie interne, elle va en diminuant d’une facon 
eraduelle, de sorte que l’appareil électrique est très-mince à son con- 
tour extérieur, près duquel s’implantent les nageoires pectorales du 
poisson. L'appareil du Gymnote s’étend le long du corps de l'animal, 
il occupe les trois quarts de sa longueur, et forme de longs faisceaux 
symétriquement placés sur les parties latérales du corps. Chez le Silure, 
l'organe électrique enveloppe à peu près tout le corps, formant un re- 
vêtement sous-cutané. 

Sauf ces différences de disposition générale, l’appareil électrique 
présente, d’une espèce à l’autre, de grandes analogies. D’après De La 
Rive, il est formé de vésicules contenant un liquide légèrement albu- 
mineux (;'5 d’albumine et © d’eau). Ces vésicules, aplaties comme 
des disques, n’ont que 07%, 016 d'épaisseur, et sont empilées les unes 
au-dessus des autres pour former une colonne prismatique hexagonale 
de 4 centimètres de haut dans les points les plus épais de l’appareil 
électrique de la Torpille. Ces prismes sont hexagonaux, comme cela 
arrive à tous les faisceaux de tissus organiques qui sont disposés paral- 
lelement entre eux, et qui sont comprimés les uns contre les autres. 

On ne peut s'empêcher de reconnaître une certaine analogie entre la 
structure de ces appareils à disques empilés et celle de la fibre muscu- 
laire striée, qui, dans des dimensions beaucoup plus petites, présente, 
elle aussi, l’apparence de disques empilés. 

Le Gymnote possède un appareil analogue à celui de la Torpille, avec 
cette différence, que les dimensions du disque élémentaire, comme 
celles de l’appareil tout entier, sont beaucoup plus considérables. Ainsi 
chaque disque a pour épaisseur environ o™™,15; l'organe tout entier, 
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sur un individu de taille moyenne, aurait environ 85 centimètres de 
longueur et se composerait de 4000 disques superposés. Le Silure, dans 
son appareil électrique, n’offre plus le même empilement de disques, 
mais un réseau de cellules octaédriques juxtaposées. 

Ch. Robin trouva dans la queue des Raies un appareil qui recut le 
nom de pseudo-électrique et dont la structure présente une apparence 
lamellaire qui parfois rappelle l'aspect de la fibre musculaire striée. 
Plus tard, le même auteur reconnut que cet appareil jouit réellement 
de la fonction électrique, mais à un faible degré. 

Ne serait-il pas possible, dans une synthèse générale, d'établir les 
caractères communs à tous ces appareils dont la fonction présente tant 
d’analogies? C’est ce qui a été essayé par M. Schultze. Pour cet auteur, 
la substance homogène qui forme chacune des lamelles d’un organe 
électrique serait la continuation du cylindre-axe des nerfs énormes qui 
animent cet appareil. 

Le côté de ces lames qui est en rapport avec le nerf est différem- 
ment tourné, suivant le sens dans lequel se fait le courant électrique 
chez l’animal observé, mais toujours ce côté correspond à la partie qui 
représenterait le pôle négatif dans cette pile vivante. 

De ces observations, M. Schultze conclut que, si l’appareil pseudo- 
électrique des Raïes donnait naissance à un courant, ce dernier serait 
dirigé, chez cet animal, de la tête à la queue. 

Or, six ans plus tard, Ch. Robin annonça qu’il avait obtenu sur les 
différents genres de Raïes la décharge de l’appareil. Cette décharge a 
précisément lieu dans le sens prévu par M. Schultze, c’est-à-dire de la 
tête à la queue du poisson. Mais le phénomène électrique chez la Raie 
est d’une extrême faiblesse; un galvanomètre très-sensible ne le déce- 
lait qu’à la condition qu’on choisit, pour l'application des rhéophores, 
les points où l’appareil électrique n’est séparé de la peau par aucune 
couche musculaire. 

La composition chimique de l'appareil électrique des poissons, com- 
parée à celle du muscle, présente une frappante analogie avec celle-ci. 
Parmi les substances bien caractérisées, on y a trouvé l’urée, la créa- 
tinine, une grande quantité de syntonine (fibrine des muscles), enfin 
différents sels et matières organiques mal déterminés, qui, peut-être, 
sont identiques dans ces deux sortes d’organes. 
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Il était assez naturel d’assimiler à des éléments de pile les diffé- 
rentes cellules ou lamelles des appareils électriques des poissons et de 
chercher, en vertu de cette idée, quel était le pouvoir électromoteur 
de chacun de ces petits éléments, quels sont les effets de tension qui 
résultent de l’association de ces couples. Or voici ce que l’expérience a 
démontré à Matteucci. 

Une particule de l'appareil électrique d’une Torpille, mise en rapport 
avec les coussinets d’un galvanomètre, donne naissance à un courant 
électrique dont le sens est le même que dans l'appareil dont elle fait 
partie. Plus on augmente la longueur du prisme ainsi détaché, plus, 
par conséquent, sont nombreux les éléments de cette sorte de pile ani- 
male, plus aussi est grande la déviation du galvanomètre au moment de 
la décharge. On provoque cette décharge en excitant le filet nerveux 
qui correspond au petit fragment d’appareil électrique placé sur les 
coussinets du galvanomètre. Jusqu’ici, l’analogie de l’appareil élec- 
trique avec la pile est parfaite, au point de vue des effets de tension 
qui croissent avec le nombre des éléments dont on fait usage. Cette 
analogie se vérifie sur tous les poissons électriques, lorsqu’on cherche 
à comparer l'intensité des courants obtenus en différents points de l’ap- 
pareil. Sur la Torpille, on trouve que les décharges sont à leur maxi- 
mum quand on touche les deux faces de l’appareil électrique à sa 
partie interne, c’est-à-dire au point où il a le plus d’épaisseur et con- 
tient, par conséquent, le plus grand nombre de disques superposés. 
Sur le Gymnote, dont les prismes électriques ont une si grande lon- 
gueur, à cause du volume plus grand des éléments et de leur plus grand 
nombre, la décharge est plus forte encore; elle est proportionnée à 
l’étendue de l’espace compris entre les deux points qui reçoivent cette 
décharge. Chez le Silure, il en est de même; on recoit une impression 
d'autant plus vive qu’on touche des points de l’animal plus éloignés 
l’un de l’autre. 

Enfin, sur une même face de l’espace électrique de la Torpille, on 
peut encore recevoir une décharge en touchant des points dissymé= 
triques, c’est-à-dire des points où le nombre des éléments de pile n’est 
pas le même, à cause des différences de longueur des prismes qui le 
constituent. Ainsi, bien que la polarité soit la même sur une même 
face de l'appareil, le seul fait de l'inégalité de la tension électrique 
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sur les différents points de cette face suffit pour créer la possibilité d’un 
courant et pour en déterminer la direction. 


Ep somme, la direction du courant électrique des divers poissons est 
la suivante, chez les trois types qui ont été étudiés. 

Dans le fil du galvanomètre que ce courant traverse, sa direction, 
chez la Torpille, est du dos au ventre de l’animal; chez le Gymnote, de 
la tête à la queue; chez le Silure, de la queue à la tête. Il va sans dire 
que, dans le corps de l’animal, le courant doit suivre une direction 
inverse, ainsi que cela se voit dans les piles dont le courant intérieur va 
du zine au cuivre, tandis que dans le circuit extérieur il va du cuivre 
au zine. 

Certains auteurs, toutefois, ont admis que le courant de la Torpille 
ou du Gymnote né saurait traverser le corps de ces animaux, mais 
qu'il n’existe qu’au dehors, dans le liquide ambiant ou dans les corps 
conducteurs qui sont en contact avec l'animal. 

On disait que si la Torpille, par exemple, recevait sa propre décharge, 
elle serait pourvue d’un moyen d’attaque ou de défense dont elle souf- 
frirait la première ; bien plus à plaindre encore serait le Gymnote dont 
la décharge peut tuer ou tout au moins paralyser pour quelque temps 
les animaux de la plus forte taille. Le Gymnote, toutefois, avant de 
frapper sa proie, s’enroule autour d’elle, de façon que sa décharge che- 
mine suivant la corde de l’arc décrit par la courbure du poisson. 

L'expérience devait intervenir pour juger cette question délicate. A 
priori, il est difficile de comprendre que deux électricités contraires, 
libres en deux points du corps de l’animal, ne se recomposent pas à 
_ travers les tissus de cet animal, si ces tissus sont conducteurs. Or les 
tissus des poissons électriques sont parfaitement conducteurs de l’élec- 
tricité, aucune couche isolante ne vient entraver le passage du courant 
dans le corps du poisson. Ainsi, chaque fois que la Torpille, par exem- 
ple, ne se trouvera pas dans un milieu très-bon conducteur de l’élec- 
tricité, c’est à travers son corps que devra se faire la décharge. 

Faraday a remarqué que le Gymnote, quand on l’excite avec des 
corps bons conducteurs de l'électricité, donne des décharges fréquentes 
et fortes, mais qu’il semble ménager sa propre sensibilité et renonce 


bien vite à donner des décharges si on l’excite avec des corps non con- 
12. 
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ducteurs, de façon à le faire traverser par son électricité propre. Toute- 
fois, il ne semble pas que les poissons électriques soient doués d’une 
bien vive sensibilité au point de vue des courants qui les traversent. 
Une tolérance spéciale de leurs nerfs expliquerait comment ils ne se 
donnent pas à eux-mêmes de trop douloureuses commotions. Un Silure 
fut placé par du Bois-Reymond dans un aquarium que des courants 
très-intenses traversaient tout entier. La main plongée dans l’eau était 
douloureusement impressionnée par ces courants. Quant au Silure, il 
nageait dans cette eau sans paraître aucunement souffrir, seulement il 
prenait avec persistance la même orientation pendant toute la durée du 
passage du courant. Cette orientation était celle qui faisait traverser le 
poisson dans sa moindre longueur. L’axe du corps était perpendicu- 
laire à la direction du courant dans l’eau de l'aquarium. 

Rien ne répugne donc à admettre qu’une sensibilité moindre aux 
effets de l'électricité existe chez les poissons électriques. Il semble 
même démontré par l’expérience de du Bois-Reymond que cette insen- 
sibilité spéciale est bien réelle, mais il eût été choquant pour la raison 
d'admettre une faculté particulière par laquelle le poisson eût résisté 
aux lois physiques de la conductibilité électrique. 


Caractères physiologiques de la décharge des poissons électriques. — 
Les différents auteurs qui ont étudié la fonction de l’appareil électrique 
ont recouru à des appareils plus ou moins délicats; les uns ont em- 
ployé, avons-nous dit, le galvanomètre; les autres ont recouru au gal- 
vanoscope physiologique, c’est-à-dire à la cuisse de grenouille avec son 
nerf préparé suivant la méthode de Galvani; d’autres ont mis à profit 
la propriété électrolytique de la décharge, etc. C'est en multipliant 
les moyens d'analyse qu’on a perfectionné la connaissance de cette in- 
téressante fonction. C’est aussi en suivant cette méthode qu’on peut 
espérer ajouter quelques notions nouvelles à celles que nous ont léguées 
nos devanciers. 


Formation de l'électricité dans la Torpille. — Lorsque du Bois-Rey- 
mond eut montré que le tissu nerveux possède une force électromotrice 
assez grande et qu'il existe dans les nerfs vivants un courant de direc- 
tion constante, on pensa que les nerfs volumineux qui se rendent à l’ap- 
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pareil électrique des poissons y portaient l'électricité comme les vais- 
seaux portent le sang aux organes. Matteucci a montré qu’un lobe vo- 
lumineux du cerveau de la Torpille est le point d’émergence des nerfs 
de son appareil électrique; il a vu qu’on pouvait enlever le reste du 
cerveau sans empêcher l’animal de fournir des décharges volontaires 
ou réflexes, mais qu’il n’en est plus ainsi quand on détruit ce lobe, 
qu'il a appelé pour cette raison lobe électrique de la Torpille. 

Sur un animal mourant qui ne donnait plus de décharges sponta- 
nées, il suffisait, dit Matteucci, de toucher le lobe électrique pour obte- 
nir des décharges plus violentes que celles que l’animal donnait volon- 
tairement pendant son état d’activité parfaite. 

Toutefois, on a exagéré la pensée de Matteucci quand on lui a 
attribué cette idée : que l'électricité se forme dans le cerveau de la 
Torpille et chemine par ses nerfs. C’est comme si l’on disait que la 
force motrice se crée dans le cerveau et se rend aux muscles par les 
_nerfs de mouvement. L’électricité de la Torpille s’engendre dans l’ap- 

pareil spécial de ce poisson comme le travail mécanique s’engendre 
dans un muscle. Quand nous voyons se produire les phénomènes d’élec- 
tricité ou de mouvement, les nerfs moteurs ou électriques ne sont char- 
gés que de transmettre l’ordre émané du cerveau; mais l’électricité qui 
circule dans ces nerfs n’est pas celle qui se manifeste si énergiquement 
dans la décharge de l’appareil. Cest, dit Matteucci lui-même, comme 
si l’on confondait l’effet de la poudre à canon avec celui de l’amorce 
qui n’a servi qu’à provoquer l’explosion de la poudre. 

En somme, l’action des nerfs électriques semble tout à fait assimi- 
lable à celle des nerfs à action centrifuge, c’est-à-dire de ceux qui pré- 
sident au mouvement. Non-seulement ces nerfs transmettent à l’appa- 
reil de la Torpille les ordres de la volonté ou les excitations réflexes, 
mais, séparés du centre nerveux et directement excités, ils provoquent 
des décharges électriques, comme des nerfs moteurs provoqueraient 
des convulsions dans les muscles qu’ils animent. 

C’est Nobili qui a montré que les nerfs électriques soumis à l’action 
des courants de piles provoquent des décharges électriques dans les 
conditions où les nerfs moteurs provoquent des mouvements. On con- 
naît les distinctions établies par Nobili sur les différentes phases de 
l’excitabilité d’un nerf moteur qui s’épuise. Le nerf électrique présente 
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les mêmes phases et réagit de la même manière à l'ouverture et à la 
clôture des courants, selon que la direction de ceux-ci est ascendante 
ou descendante. 

Mais, a-t-on dit, le curare qui tue les nerfs moteurs respecte parfois 
les nerfs électriques de la Torpille, de sorte que l’on peut constater à 
la fois, sur une Torpille curarisée, que la décharge existe avec la plus 
parfaite immobilité de l’animal et, d’autre part, que le nerf électrique 
ne se comporte pas absolument comme un nerf de mouvement sous 

l'influence de ce poison. 

Ces expériences, qui semblaient démentir l’analogie que tant de faits . 
établissent, furent reprises avec plus de soin. A. Moreau vit que le cu- 
rare ne respecte point les nerfs électriques, seulement il les atteint un 
peu plus tard que la plupart des nerfs moteurs. Ajoutons que, parmi 
les nerfs de mouvement, il en est qui sont encore plus réfractaires au 
curare que les nerfs électriques : certains filets du plexus cardiaque 
résistent encore plus longtemps que les nerfs électriques aux effets de 
l’'empoisonnement. 

Un autre poison employé sur la Torpille a donné des résultats extré- 
mement intéressants. La strychnine produit dans l’appareil électrique 
des séries de décharges qu’on peut assimiler entièrement à la série de 
secousses musculaires que produit le même poison; elle provoque sur 
la Torpille un véritable tétanos électrique, suivant l’heureuse expres- 
sion de A. Moreau. 

Enfin, les recherches instituées sur la terminaison des plus fines 
ramifications des nerfs électriques ne démentent pas l’assimilation que 
nous venons d'indiquer. Ces filets qui pénètrent dans l’appareil et vont 
animer la série des vésicules successives qui composent chaque prisme, 
ces filets, dis-je, sont le siége de courants à direction centrifuge; 
jamais l’irritation d’un de ces rameaux nerveux n’a provoqué la dé- 
charge ailleurs que dans les parties de l'appareil situées au-dessous du 
point qui a été irrité. 

Toutes les expériences faites sur les nerfs de la Torpille les assimi- 
lent donc entièrement aux nerfs moteurs, c’est-à-dire aux nerfs à action 
centrifuge. Mais il reste encore d’autres épreuves auxquelles ces nerfs 
moteurs ont été soumis. Ainsi, les expériences de détermination de la 
vitesse de l’agent nerveux moteur ne pourraient-elles pas être trans- 
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portées aux nerfs électriques de la Torpille? Ce temps perdu, comme 
Helmholtz la nommé, qui s'écoule entre l'excitation du muscle et la 
secousse musculaire, aurait-il un analogue dans la décharge électrique, 
et pourrait-on mesurer l’intervalle qui sépare cette décharge de l’exci- 
tation qui la provoque? 

Telles sont les questions que j’ai tenté de résoudre. J’exposerai plus 
loin mes tentatives sur ce sujet. Pour le moment, notons seulement 
cette lacune à combler dans l’étude de la fonction électrique de la Tor- 
pille, et continuons de passer en revue les travaux qui ont été faits sur 
ce sujet. 

Si nous continuons la comparaison de l’acte musculaire avec l’acte 
électrique, nous constatons ce fait remarquable : que la chaleur pous- 
sée à 45 degrés détruit la fonction électrique. Or, cette même élé- 
vation de température détruit aussi la fonction musculaire. Il semble 
même que ces deux effets tiennent à la même cause : la coagulation de 
la syntonine, qui entre dans la composition du muscle comme dans 
celle de Porgane électrique. 

Mais, s’il fallait s’en rapporter aux études de Matteucci et de A. Mo- 
reat, des différences fondamentales sépareraient le muscle de l’organe 
électrique au point de vue des phénomènes intimes qui se passent dans 
ces organes. 

Un muscle est le siége d’une sorte de respiration par laquelle il 
exhale de l’acide carbonique et absorbe de l’oxygène; cet acte chimique 
s’exagere sous l’influence de l’activité musculaire. C’est à cette action 
chimique qu’on attribue en général la production du travail muscu- 
laire. Rien de pareil, selon Matteucci, ne se produit dans l’appareil élec- 
trique. A. Moreau va plus loin; d’après lui, la circulation du sang dans 
l’organe électrique ne serait même pas nécessaire à la production des 
décharges. Après avoir injecté au suif les vaisseaux de la Torpille, ce 
physiologiste vit persister les décharges électriques. 

En outre, depuis qu’il est admis que les réactions acides ou alcalines 
influent beaucoup sur la production du travail musculaire, que les 
muscles au repos sont alcalins et que par la fatigue ils deviennent 
acides; que si par des moyens artificiels on acidifie la substance mus- 
culaire on abolit, ou diminue tout au moins, la production du travail, 
il devenait intéressant de transporter à l’appareil de la Torpille toutes 
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les expériences faites sur les muscles, en modifiant leur réaction acide 
ou alcaline. 

A. Moreau prit, sur une Torpille vivante, un certain nombre de 
prismes qu’il traversa d’outre en outre avec une aiguille. Il fit dans 
chacun de ces prismes une injection acide, et vit que la fonction élec- 
trique n’était pas abolie. Une injection alcaline faite dans les mémes 
conditions respecta également la fonction électrique. 

Toutefois l’acide azotique éteint la fonction électrique de l’organe, 
mais tout porte à croire que c’est en coagulant la syntonine, comme 
l’indique la teinte opaline que prend l'organe électrique au contact 
de l'acide. 

Que faut-il penser de ces expériences et de ces conclusions ? Croira- 
t-on avec Matteucci que l'appareil électrique n’est pas le siége d'actions 
chimiques desquelles l'électricité prend naissance? Ce serait le seul 
organe qui eût le privilége de fonctionner sans l'intervention de modi- 
fications chimiques de sa substance. 

Admettrons-nous avec A. Moreau que la circulation du sang n’est 
pas nécessaire à la fonction électrique ? On sait que l’on pourrait sou- 
tenir la même thèse à propos de l’appareil musculaire. Tous les phy- 
siologistes ont vu des Grenouilles dont le cœur était incisé, et par con- 
séquent la circulation supprimée, et qui, malgré cela, sautaient et 
nageaient pendant un temps assez long. Un membre de Grenouille 
isolé de l’animal, et par conséquent dépourvu de circulation, continue 
à fonctionner. 

Mais si l’on examine de plus près la fonction de ces muscles où la 
circulation est supprimée, on voit que la secousse musculaire y perd 
peu à peu son amplitude et prend une durée considérable, jusqu’à ce 
qu’elle s’éteigne peu à peu. Peut-être la décharge électrique se ‘com- 
porte-t-elle de la même façon si l’on supprime le cours du sang dans 
l'appareil; mais ici, de même que pour le muscle, il ne suffit pas d’un 
examen superficiel pour saisir les changements qui se produisent sous 
l'influence d’un arrêt de la circulation du sang, il faut des appareils 
délicats pour les constater. 

Les mêmes réflexions s’appliquent à la persistance de la décharge 
après la ponction de plusieurs prismes de l’appareil et l'injection acide 
ou alcaline faite à leur intérieur. Un pareil procédé ne saurait influer 
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d’une manière assez régulière sur la réaction acide ou alcaline de l’or- 
gane électrique, l'injection aurait, ce me semble, plus d’effet si elle 
était envoyée dans les vaisseaux sanguins de l'appareil. 

En somme, les actes chimiques auxquels sont liés les phénomènes 
musculaires doivent avoir leurs analogues dans l'appareil électrique des 
poissons, Mais ce qui manque jusqu'ici pour affirmer ou pour infirmer 
la ressemblance physiologique de ces deux sortes d'appareils, ce sont les 
moyens précis d'analyse de la décharge électrique. On va voir qu’il est 
possible de pousser assez loin l’étude des caractères de cette décharge. 

Matteucci, à d'autres points de vue encore, se refusait à admettre 
l’analogie entre la fonetion électrique et la fonction musculaire. Voici 
argument qu’il produisait toujours contre ceux qui admettaient une 
pareille analogie. 

Les muscles sont, à l’état normal, le siége de courants ab iies 
Si l’on place sur les coussinets d’un galvanomètre un musele de Gre- 
nouille coupé transversalement, de façon que la coupe repose sur l’un 
des coussinets, tandis que l’autre est en rapport avec la surface natu- 
relle du muscle, on constate que, dans le fil du galvanomètre, le cou- 
rant va de la surface naturelle du muscle à la surface de coupe. Un 
courant existe aussi sur l’appareil électrique de la Torpille, en dehors 
de toute décharge, et sa direction, pour un fragment quelconque de 
appareil, est toujours la même. Dans le fil du galvanomètre, le cou- 
rant chemine de la partie dorsale de l'animal à la partie ventrale. Tout 
est ressemblance jusqu'ici, mais que l’on fasse fonctionner les deux 
appareils, que l’on excite des contractions dans le muscle et que l’on 
provoque des décharges dans l’appareiïl de la Torpille, le galvanomètre 
accusera deux résultats bien différents : dans le muscle, le courant 
aura diminué d'intensité; il aura augmenté, au contraire, dans l’appa- 
reil électrique de la Torpille. 

Telle est l’objection de Matteucci à ceux qui font ressortir les ana- 
logies si nombreuses qui rapprochent la décharge ftegrique de l’action 
musculaire. Il me semble, à certains égards, qu’on peut, dans le fait 
que Matteucci signale, trouver un argument en faveur de l’analogie de 
fonction des deux appareils, et, de plus, certaines indications sur la 
nature intime du phénomène électrique. 

Remarquons d’abord que la manifestation électrique des muscles 
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semble tout opposée à l’action musculaire, et que la force électromo- 
trice diminue ou disparaît dans le muscle au moment où le mouvement 
s’y produit. Il semble que le mouvement se substitue à l'électricité, ou 
même que celle-ci se transforme en mouvement. Cette transformation 
n’a rien d’inadmissible, aujourd’hui que nous voyons sans cesse la 
chaleur se transformer en travail et inversement, aujourd’hui que nous 
savons que l'électricité elle-même peut devenir du travail ou de la 
chaleur suivant le cas. | 

D'après ces données, l'appareil musculaire, provoqué par le système 
nerveux moteur, transformerait en travail l’électricité qui se dégage 
pendant son repos. L'appareil de la Torpille, au contraire, sous l’in- 
fluence nerveuse, exagérerait seulement la production électrique dont 
il est le siége pendant le repos même. M. le professeur Bert m’a dit 
qu’il croit avoir remarqué que la Torpille, au moment de sa décharge, 
subit un abaissement de température. Ce fait serait en contradiction 
avec des expériences de Matteucci (Annales de Physique et de Chimie, 
1860). S'il est réel, nous aurions dans la décharge de la Torpille, un 
exemple de transformation de la chaleur en électricité. Cette expé- 
rience est à refaire, car M. Bert ne put, paraît-il, s'assurer de la réalité 
de ce phénomène. 

I] me semble probable que, dans les manifestations de la vie, il 
existe beaucoup d’exemples de transformation de ce genre. La lumière 
elle-même, dans certains animaux, le Lampyre par exemple, semble 
jaillir sous l’influence nerveuse par l’effet d’une transformation ana- 
logue à celle que nous venons de citer. 


J'ai cherché, dans cet exposé sommaire, à montrer la tendance des 
physiologistes contemporains; il semble que la plupart d’entre eux 
considèrent l’acte musculaire et la décharge électrique comme deux 
phénomènes de même ordre. Il faut, par des expériences nouvelles, 
contrôler cette opinion. Nul doute que la comparaison de ces deux actes 
ne profite à l’étude de chacun d’eux. 

La première lacune à combler, c’est de soumettre les nerfs électri- 
ques et l’appareil lui-même aux expériences délicates que Helmholtz a 
introduites dans la physiologie des nerfs et des muscles, et par les- 
quelles on estime la vitesse du parcours de l’agent nerveux moteur, la 
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durée: et les différentes phases de l’acte musculaire. J’ai essayé moi- 
même, dans le courant de ces dernières années, de simplifier les expé- 
rieaces de ce genre et de les rendre si faciles qu’on puisse exécuter en 
peu de temps un nombre considérable de ces mesures, afin de suivre 
les modifications que certains agents physiques ou chimiques amènent 
dans la fonction des nerfs et dans celle des muscles. 

Telles étaient les recherches à réaliser lorsque, dans le mois de juin 
de cette année, je me trouvai à Naples, où les Torpilles sont assez 
nombreuses. Le professeur Albini avait gracieusement mis son labora- 
toire et ses instruments & ma disposition. Malheureusement les appa- 
reils enregistreurs qui existaient dans le laboratoire de Naples étaient 
tout à fait insuffisants, à cause de la lenteur de leur marche; je ne pou- 
vais faire venir de France les appareils nécessaires, il fallait donc renon- 
cer à mes expériences ou construire moi-même des appareils assez précis 
pour toutes les déterminations que je voulais faire. Je pris ce dernier 
parti et construisis l’appareil dont on verra plus loin la description, et 
qui, malgré une exécution assez grossière, présente une précision suf- 
fisante pour la détermination que j'avais en vue. 


Description des appareils. — La fig. 1 représente l'appareil qui 


Fig. 1. 


reçoit les signaux. C'est une plaque recouverte de papier noirci à la 
fumée, glissant horizontalement sur des rails en bois. Pour -entrainer 
15% 
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cette plaque, je me sers d’un lourd pendule monté sur un bâti en char- 
pente. Ce pendule est formé d’une caisse de bois remplie d'environ 
15 kilogrammes de plomb et grenaille. Cette caisse oscille suspendue 
par deux règles verticales que traverse un axe commun situé en haut 
de la charpente. Au-dessous de cette caisse est une pièce de bois dont 
le bord inférieur est courbé suivant un arc qui aurait pour rayon la 
longueur totale du pendule. Une corde fixée à l'arrière de cette pièce et 
glissant dans une rainure est fixée par une longue vis en avant de la 
planchette. Grâce à cette disposition, la corde entraîne le chariot pen- 
dant l’oscillation pendulaire, et exerce sa traction en restant toujours 
parallèle à elle-même. ' 

L’expérimentateur, placé à droite de l’appareil, tire à lui la plaque 
enfumée, et par l'intermédiaire de la corde dont j’ai parlé, dévie le 
pendule de la verticale. On fixe alors la plaque en cette position au 
moyen d’une anse de fil métallique qui s’accroche à un clou saillant. 
L'appareil reste dans cette position jusqu’au moment où l’on appuie 
sur une touche D qui produit le déclanchement de la plaque. Alors, le 
pendule libre de se mouvoir entraîne la plaque dans son oscillation, et, 
arrivée au bout de sa course, s’accroche et reste fixé à cette position 
extrême. 

Quand la plaque a exécuté un semblable mouvement, elle a reçu le 
tracé fourni par des appareils dont on verra la description tout à 
l'heure. 

J'ajouterai seulement que le mouvement de cette plaque étant varié, 
puisqu'il est emprunté à l’oscillation d’un pendule, a besoin d’être con- 
trôlé à chaque instant pour permettre d'évaluer l'intervalle du temps 
auquel correspond l’écoulement de deux signaux successifs enregistrés 
sur le papier. Je me servis à cet effet d’une lame vibrante (voir fig. 3), 
fortement assujettie à l’un des montants de la charpente et portant à 
son extrémité libre une masse de plomb munie d’un style qui trace les 
vibrations sur le papier noirci. 

Au moment de son passage, le pendule lui-même donne un choc à la 
lame vibrante qui trace ses vibrations sur le papier. 

Pour obtenir un signal écrit de la décharge de la Torpille, j'ai re- 
cours au mouvement que produit un muscle de Grenouille dès qu’on 
fait agir sur lui l'électricité, Ce signal est recueilli au moyen d’un 
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myographe; dont la fg. 2 représente les principaux détails. Contre un 
des supports de l’appareil est vissée une planchette fourchue qui porte 


Fig. 2. 


l’axe du levier auquel s’attache le muscle de Grenouille. Ce levier, ter- 
miné par une pointe écrivante, se courbe de facon a toucher par cette 
pointe la plaque enfumée qui recevra le tracé. . 

Le muscle gastro-cnémien de Grenouille, relié par son tendon d’ Achille 
au levier enregistreur, est fixé, d’autre part, par une petite pince adhé- 
rente au support de Ia machine, et qui, dans ses mors, étreint le fémur 
de la grenouille. Enfin, le nerf qui anime ce muscle repose sur une 
plaque de verre et s’y trouve en contact avec deux fils de métal par les- 
quels lui arrivera l’excitation électrique. Cette excitation est produite 
par le courant induit que provoque, dans une petite bobine, la rupture 
d’un courant inducteur. C’est le passage même de la plaque enfumée 
qui, à un moment donné, produit cette rupture. Tout est donc auto- 
matique dans le fonctionnement de cet appareil, de façon que l’expé- 
rience se fait d'elle-même, aussitôt qu’on appuie sur la touche D (fg. 1) 
qui produit le déclanchement du pendule. 


Détermination du temps qui s'écoule entre l'excitation du nerf électrique 
de la Torpille et la décharge de son appareil. — Le plan de l'expérience 


est celui-ci : 

1° On cherchera, par une première expérience, à quel moment du 
passage de la plaque noircie correspond la rupture du courant de pile 
qui produit l'excitation. : 

2° Puis, dirigeant le courant excitateur dans le nerf de la Grenouille, 
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on déterminera le temps qui s’écoule entre l'excitation électrique et le 
signal musculaire. 

3° On enverra le courant excitateur au nerf électrique de la Torpille, 
et l’on se servira de la décharge de ce poisson pour exciter le muscle 
de Grenouille. On verra alors de combien le signal donné par la patte 
de Grenouille retarde sur celui qu’on avait obtenu dans l'expérience n°2. 
La différence correspondra au temps consommé par la Torpille entre le 
moment où elle est excitée et celui où elle fournit sa décharge. Pour 
bien comprendre la succession de ces trois phases de l'expérience, il faut 
en suivre les détails sur la fig. 3, sur laquelle, pour l'intelligence de 
l’appareil, on suppose le pendule enlevé. 


Fig, 3. 


La plaque noircie qui recevra le tracé est représentée au moment où 
elle est tirée du côté de l’opérateur et fixée à sa détente. Elle entrera 
en mouvement aussitôt qu’on appuiera sur la touche T. Une barre B, 
qui fait saillie sur le côté de la plaque et qui sera entraînée avec elle, 
frappera en / un levier qui rompt le circuit d’une petite pile de Da- 
niell P, et provoque un courant induit dans la bobine, dont les fils plon- 
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gent dans deux godets à mercure g, g’. Chacun de ces godets étant mis 
en rapport avec les fils qui portent l’excitation au nerf de la Grenouille, 
tout est disposé pour les deux premiers temps de l’expérience. 


© Temps. — Détermination du point auquel se produit l'excitation 
électrique. — On établit une communication entre le nerf de Grenouille 
et le courant induit (fig. 3) en reliant, par des conducteurs mobiles, les 
godets g, g’ avec ceux qui sont en», m'. Puis on déclanche la détente T 
en retenant à la main l’anse de métal qui retenait la plaque; on con- 
duit celle-ci doucement sur le chemin de fer jusqu’à ce que la barre B 
vienne, avec une vitesse négligeable, rencontrer le levier /. La rupture 
du circuit de pile a lieu alors, et le courant induit qu’elle engendre 


Fig. 4. 


excite la patte de Grenouille qui trace son signal. Ce dernier s’enre- 
gistre en e (fig. 4), sous forme d'un petit arc de cercle tracé par la 
montée et la descente du levier. La vitesse de la plaque étant presque 
nulle, la pointe écrivante repasse presque par les mémes traits. 


2° Temps. — Détermination du retard du signal musculaire, — On re- 
place la plaque dans sa position initiale, accrochée à la détente T, en 
ayant soin toutefois de faire glisser cette plaque parallèlement à elle- 
même, de façon que le myographe écrive sur une ligne inférieure à la 
précédente. Puis, appuyant sur la détente, on laisse la plaque se lancer 
à toute vitesse. Cela fournit le tracé représenté sur la seconde ligne, 
dans lequel le début de la secousse musculaire se trouve en g 4 4). 


104 MÉMOIRE 


La secousse elle-même se déploie en une courbe allongée semblable à 
celles que j’ai représentées dans mes Études de myographie (*). 

La distance eg est donc l'expression de retard du signal musculaire 
sur l'excitation électrique. , 


3e Temps. — Détermination du temps qui s'écoule entre l'excitation 
du nerf de la Torpille et la production de sa décharge. — Une Torpille est 
préparée selon le procédé de Moreau, qui, par une longue et profonde 
incision, tranche tous les nerfs électriques d'un côté. Deux aiguilles 
sont implantées dans l’un des nerfs de cet appareil, et reliées par des 
conducteurs mobiles ig, zg’ avec le courant induit de la bobine. On 
rompt la communication qui, tout à l’heure, envoyait l’excitation de 
cette bobine aux fils m,-m’ du myographe. C’est la décharge de la Tor- 
pille qu’on doit envoyer au muscle signal. A cet effet, une pince p 
(fig. 3), dont les mors métalliques sont isolés l’un de l’autre, étreint 
Ja moitié de la Torpille au niveau de l’appareïl dont les nerfs ont été 
coupés et vont recevoir l’excitation. Les mors de la pince sont armés de 
petites griffes qui les empêchent de glisser sur la peau de l'animal. 
Chacun de ces mors porte un fil métallique, et se relie avec les excita- 
teurs m, m’ du myographe. | 

Pour suivre le trajet de la décharge de la Torpille à travers le circuit 
qu'elle doit parcourir, prenons la décharge au moment où elle s’échappe 
par le mors placé sur le dos de l’animal et entre dans le fil marqué du 
signe +, la décharge parcourt un conducteur mobile qui la porte au 
godet m’, et de la à l’un des fils excitateurs du myographe; elle traverse 
le nerf de la Grenouille pour revenir, par un autre fil métallique, au 
godet m, qui, par un autre conducteur mobile, la conduit à travers le 
fil D jusqu’au mors de la pince qui est situé sous le ventre de Ja Torpille. 
A partir du nerf de la Grenouille, les conducteurs parcourus par la dé- 
charge sont désignés dans la fig. 3 par le signe —. 

Les choses étant ainsi disposées, on fait fonctionner l’appareil comme 
tout à l’heure, et l’on obtient le tracé représenté sur la troisième ligne 
(fig. 4). Le signal de la Grenouille arrive en 4, et présente du reste les 
mêmes caractères que dans l’expérience précédente. 


(') Margy, Du mouvement dans les fonctions de la vie, p. 242 et suiv. 
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On voit que l'intervalle ez, qui s’écoule cette fois entre l’excitation 
et le mouvement est plus considérable que dans le cas précédent. Mais 
il est clair que l’on doit retrancher de cet intervalle le temps eg, dé- 
pensé par la Grenouille, de sorte que le reste g¢ représente le temps 
que la Torpille elle-même a consommé entre le moment où son nerf a 
été excité et celui où elle a fourni sa décharge électrique. 

Pour estimer la durée qui correspond à ces intervalles eg et gt je 
n'avais, comme ona vu, que les vibrations d'une tige munie d’un 
style (fig. 3). Ce chronographe à indications arbitraires devait être 
gradué par comparaison avec un diapason dont le nombre de vibra- 
tions fût bien déterminé. C’est ce que je ne pus faire-qu’a mon arrivée 
en France. J'obtins alors, pour la valeur du temps eg consommé par la 
Grenouille + de seconde et, pour celle du temps g¢ consommé par la 
Torpille, + de seconde. Ces deux durées sont done assez voisines l’une 
de l’autre. 

Ces expériences prouvent déjà qu’au point de vue fonctionnel il 
existe une analogie frappante entre la décharge électrique de la Tor- 
pille et la secousse musculaire. La concordance de ces résultats ne fait 
que rendre plus intéressante la comparaison de ces deux actes: à 
d’autres points de vue encore. 


Tentatives de détermination de la vitesse de l'agent nerveux dans les 
nerfs électriques et de la durée du temps perdu dans l'appareil de la Tor- 
pille. — Le temps consommé par la Grenouille et la Torpille avant de 
réagir contre l’excitation qu’elles ont reçue peut se composer de deux 
éléments distincts. On sait que, chez la Grenouille, le retard du mou- 
vement tient, d’une part, au temps que l'agent nerveux met à parcou- 
rir la longeur de nerf qui sépare le muscle du point excité et, d'autre 
part, à ce phénomène que Helmholtz a appelé le temps perdu du muscle, 
sorte de repos de l’organe qui a reçu l’excitation et ne réagit pas encore. 
Les mêmes éléments existent-ils dans le temps g£ consommé par la Tor- 
pille? On sait que, pour un muscle de Grenouille, le temps perdu est d’en- 
viron -+- de seconde; il constitue donc la plus grande partie du Lemps eg: 
On peut avoir la preuve expérimentale de ce fait en électrisant directe- 
ment le muscle de Grenouille au lieu d’agir sur Je nerf. Dans ces con- 


ditions nouvelles, le signal musculaire arrive beaucoup plus tôt, il est 
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très-voisin du point e qui correspond au moment où l’excitation élec- 
trique a eu lieu. Mais il m’a été absolument impossible, vu la petitesse 
des Grenouilles d'Italie, de faire la mensuration directe de la vitesse de 
l'agent nerveux. Cette vitesse est d’ailleurs si variable, suivant les cir- 
constances extérieures, qu’elle présente peu d'intérêt. 

Il entrait dans mon programme de mesurer la vitesse de l’agent ner- 
veux dans les nerfs électriques de la Torpille, afin de faire la part des 
deux éléments qui constituent le retard gé et de les comparer aux 
mêmes éléments du retard eg de la Torpille. 

L'expérience consistait done à exciter successivement deux points du 
nerf électrique inégalement distants de l'appareil, et à voir quelle 
modification se produirait dans le retard du signal. 

Mais les nerfs de la Torpille traversent les branchies, où il est diffi- 
cile de les isoler même par une dissection délicate. De plus, les tentatives 
que l’on fait pour disséquer ces nerfs constituent une mutilation con- 
sidérable qui épuise l’animal surtout pendant les grandes chaleurs de 
l’été. En conséquence, j'ai dû renoncer à obtenir la répétition exacte 
de l’expérience que Helmholtz a instituée sur le système nerveux mo- 
teur. Toutefois, en promenant l’excitateur électrique sur différents 
points du nerf de la Torpille, j’ai constaté qu’on faisait peu varier le 
moment d'apparition de la décharge. Des appareils plus sensibles que 
ceux dont je disposais permettraient, sans doute, de mesurer cette vi- 
tesse qui m'a paru un peu plus faible que celle de l'agent nerveux 
moteur. J'ai dû, pour le moment du moins, me contenter de comparer 
entre elles les durées totales qui séparent l’excitation nerveuse de la 
secousse musculaire, chez la Grenouille, et de la décharge, chez la 
Torpille. 

Mais, s'il est difficile de déterminer le temps employé par l'agent 
nerveux à parcourir le nerf de l'appareil électrique, pour le défalquer 
du temps consommé avant l'apparition de la décharge, peut-être pour- 
rait-on, procédant de la manière inverse, déterminer la durée du temps 
perdu pour la défalquer ensuite. Rien de plus facile que cette détermi- 
nation, quand elle s’adresse au système musculaire; il suffit d’électriser 
directement le muscle et d'apprécier l'intervalle qui sépare cette élec- 
trisation du début du mouvement qu’elle provoque. Cette méthode est 
malheureusement inapplicable à l'appareil de la Torpille. 
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Quand on électrise directement cet appareil au moyen d’un courant 
induit, l’effet de ce courant se transmet inévitablement à à la Grenouille, 
qui réagit par une secousse : puis, quand arrive à son tour la décharge 
de l’appareil de la Torpille, le mouvement provoqué dans le muscle de 
Grenouille se confond avec celui qui est déjà commencé, et l’on ne peut 
distinguer l’instant auquel il se produit. Le vice de l’expérimentation 
est donc celui-ci : c’est l’électricité qui excite l'appareil, et c’est encore 
l'électricité qui constitue l’effet que l’on provoque; ces deux actes élec: 
triques se suivent de trop près pour pouvoir, dans un muscle de Gre- 
nouille, produire deux effets distincts. | 

Cherchons les différentes manières de remédier à cet inconvénient. 

Si la Grenouille, avons-nous dit, avait le temps de réagir deux fois 
distinctement entre les deux excitations électriques qu’elle reçoit, il 
serait facile de saisir la succession que nous cherchons à déterminer. 
Mais on sait que si la Grenouille ne peut donner qu’une secousse assez 
lente, l’Oiseau en fournit une beaucoup plus rapide; de sorte que si- 
nous prenions pour signal un muscle d’Oiseau au lieu d’un muscle de 
Grenouille, nous pourrions avoir deux signaux distinets, l’un au com- 
mencement, l’autre à la fin de l’intervalle qu’il s’agit de mesurer. 

Une autre méthode consisterait à exciter l'appareil électrique à un 
certain moment de la course du pendule, en employant pour cela un 
agent autre que l'électricité, de façon à n’impressionner en rien le nerf 
de la Grenouille au moment où l'excitation du nerf de la Torpille se 
produit. Un choc, par exemple, se produirait sur le nerf électrique de 
la Torpille au moment où le pendule occupe une certaine position. Le 
moment où ce choc a lieu serait pointé sur la plaque enfumée qui 
recevrait ensuite le tracé de la secousse de la Grenouille. L’intervalle 
entre les deux signaux contiendrait le temps eg, dont la signification 
est déja connue (la-constante dépensée sur le nerf et le muscle de la 
Grenouille-signal), et le temps perdu dont nous cherchons la valeur. 
On obtiendrait cette mesure par une simple soustraction. 

Enfin, une troisième méthode consisterait, tout en excitant le nerf 
de la Torpille, à employer à cet usage une électricité dont les effets ne 
soient pas les mêmes que ceux de la décharge de la Torpille. 

On sait que Matteucci a réussi à produire avec la décharge de la Tor- 
pille la décomposition électrolytique de l’iodure de potassium. On peut 
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done bleuir par cette décharge uu papier amidonné imbibé d’une solu- 
tion d’iodure de potassium. | 

D'autre part, une décharge d'électricité statique d’une bouteille de 
Leyde, par exemple, tout en excitant à un haut degré le nerf de la 
Torpille, serait incapable de produire l’effet électrolytique donné par 
la décharge de ce poisson. Si done on remplace le papier enfumé par 
un papier impressionnable à l’électrolyse et que la coloration caracté- 
ristique soit prise pour signal, on peut se débarrasser des effets de 
l’excitant électrique et conserver seulement ceux de la décharge dont 
il s’agit de déterminer le moment précis d’apparition. 

Le temps et les moyens nécessaires m’ont fait défaut pour réaliser 
ces expériences pendant mon séjour à Naples. Peut-être retrouverai-je 
l’occasion de reprendre ces études. En indiquant les méthodes qui me 
semblaient capables de résoudre le probleme que je m'étais posé, je sou- 
haite qu’un autre expérimentateur comble prochainement ces lacunes. 


De la durée de la décharge électrique chez la Torpille. — Si nous con- 
tinuons le parallèle entre l'appareil électrique de la Torpille et l’appa- 
reil musculaire, nous sommes conduits à comparer entre eux les phé- 
nomènes qui se passent dans l’intimité de ces organes. 

Or, dans un muscle, la force motrice s’engendre d’une façon gra- 
duelle, arrive par des phases successives à un maximum d'intensité, 
puis décroît graduellement. La durée et les phases de la force motrice 
nous ont été révélées par la myographie, qui traduit par une courbe la 
durée de la secousse musculaire, et les variations d'intensité de l’effort 
développé par le muscle aux différents instants de son activité. 

Plusieurs raisons tendent à faire supposer que la décharge de la Tor- 
pille, comme celle de tous les poissons électriques, présente une durée 
mesurable, et peut-être aussi des phases d'intensité variable comme 
celles de la force musculaire. 

Tous les auteurs signalent ce fait, que la décharge des poissons élec- 
triques, Torpilles, Gymnotes, Raies, ete., dévie l'aiguille du galvano- 
mètre. Or cette action appartient aux courants bien plutôt qu’aux 
décharges d’électricité statique, dont l’instantanéité s’oppose à ce que 
le petit barreau magnétique ait le temps d’obéir à leur action. 

L’expérience de Matteucci et Linari, dans laquelle ces auteurs ont 
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fait jaillir des étincelles électriques en frottant une pointe de métal 
mise en communication avec le ventre de la Torpille, sur une lime qui 
reposait sur le dos de cet animal, cette expérience, dis-je, est plus 
concluante encore. En effet, la théorie fait penser que, pour que l’étin- 
celle jaillisse dans ces conditions, il faut que la pointe de métal rompe 
le circuit en quittant une dent de la lime pendant la durée du courant; 
et pour que deux étincelles apparaissent successivement, il faut que 
deux ruptures se produisent ainsi, toujours pendant la durée de ce cou- 
rant de la Torpille. Dès lors, puisque deux passages de la pointe sur 
les dents de la lime peuvent avoir lieu pendant la décharge, celle-ci a 
pour mesure minimum la durée de ces deux passages. 

Un seul doute peut encore s’élever dans l’esprit : si, par une excita- 
tion de l’animal, celui-ci donnait deux décharges consécutives, les deux 
étincelles pourraient à la rigueur appartenir à ces deux actes successifs. 
Ce doute devra être levé dans des expériences spéciales; il suffit pour 
cela de rompre toute communication nerveuse entre l'appareil électrique 
et les centres nerveux de la Torpille. On éliminera ainsi les effets ré- 
flexes qui, pour une seule excitation, produisent plusieurs réactions 
consécutives, comme cela arrive sur la Torpille eeipomoDuee par la 
strychnine. 

Enfin du Bois-Reymond (') a montré sur le Malaptérure que la dé- 
charge a une durée suffisante pour que le muscle d’une Grenouille, 
excité par l’électricité de ce poisson, ait le temps de se raccourcir au 
maximum, méme en soulevant un poids, avant que le courant élec- 
trique du Malaptérure ait cessé. J’ignore si, dans ce cas, l’appareil élec- 
trique du poisson était à l’abri des causes de décharges multiples. 

Pour apprécier à la fois la durée et les phases de la décharge de la 
Torpille, la meilleure méthode peut-être serait l'emploi de l’électrolyse 
si l’on avait des appareils assez sensibles pour déceler instantanément 


(‘) Au moment de mettre cette Note sous presse, je trouve (dans le Central-Blatt für die 
Med. Wiss., 2 décembre 1871) cette indication du travail de M. du Bois-Reymond signalée 
par M. Rosenthal. Le méme article signale aussi des expériences de Eckard sur la Torpille 
( Beitr. zur Anat. und Physiol., 1, 157). Je regrette de ne pouvoir en ce moment consulter 
ces ouvrages; mais je pense que les présentes recherches, si elles concordent pour quel- 
ques-uns de leurs résultats avec ceux des physiologistes allemands, pourront encore y ajouter 
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le courant de la Torpille indiquant ainsi sa durée et sa fin, tandis que 
des différences d'intensité de la coloration du papier sensibilisé corres- 
pondraient aux différences d'intensité du phénomène s’il a des phases 
variables. J'ai dit plus haut comment il m'a été impossible d’entre- 
prendre ces recherches, mais j'ai pu, avec les appareils dont je dispo- 
sais, déterminer un des éléments du problème, à savoir la durée de la 
décharge. | 

En effet, admettons pour un instant que cette décharge ait une 
durée de cing centiemes de seconde, par exemple. Il est facile de mo- 
difier l'appareil qui a été décrit précédemment, de façon à recueillir 
l'électricité de la Torpille pendant un temps beaucoup plus court pour 
l’envoyer au nerf de la Grenouille signal. On peut disposer les choses de 
façon à fermer le cireuit de la Torpille pendant un centième de seconde. 
D'autre part, il est facile de disposer l’appareil de façon à recueillir, à 
dés instants successifs, cette partie de la décharge qui a un centième 
de seconde pour durée. 

Si l’on cherche, à des instants successifs, la décharge de la Torpille, 
et si on la trouve dans cinq explorations consécutives, séparées entre 
elles par un centième de seconde, cela prouve qu'elle a duré cing cen- 
tiemes de seconde. Dès lors, dans une sixième exploration, on ne devra 
plus retrouver cette décharge, et le muscle de Grenouille ne devra 
donner aucun signal. 

On voit sur la fig. 5 la modification de l'appareil qui m’a permis de 
réaliser cette série d’explorations successives de l’état électrique de la 

Torpille. Tout étant disposé comme pour la dernière expérience, celle 
. qui sert à déterminer le temps qui s'écoule entre l'excitation du nerf et 
l’apparition de la décharge, on rompt le circuit de la Torpille en D (fig. 3), 
et l’on prolonge chacun des fils conducteurs jusqu’en F, où ils se ter- 
minent par deux pointes isolées l’une de l’autre et fixées sur une barre 
horizontale au chariot qui porte la plaque enfumée. Dans le mouvement 
de la plaque, la;pointe des fils effleure une goutte de mercure C qui 
ferme un instant le circuit de la Torpille. Si la décharge a lieu au mo- 
ment où se produit cette clôture dont la durée est de =; de seconde en- 
viron, le nerf de Grenouille sera excité et le muscle donnera un signal. 

Or, cette goutte est placée dans un godet de cire qui repose sur une 
longue règle plate divisée en millimètres. On peut, en poussant ou en 
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tirant cette règle, la faire glisser le long du chariot, et faire varier 
ainsi la position de la goutte de mercure, ae façon à avancer ou à re- 
tarder le moment où, dans la course du chariot, la he du circuit 
de la Torpille se produira. 

Disposons d’abord I’ appareil de façon à faire coincider l'instant où 


Fig. 5. 


la clôture de circuit de Torpille a lieu avec celui où se produit l’exci- 
tation de l'animal. Si le chariot est mis en mouvement avec une vitesse 
extrêmement faible, on verra, au moment où le courant de pile est 
rompu, le muscle de Grenouille donner un signal représenté (fig. 6) 
en e. C’est Je signal de l’instant de l'excitation. Mais si avec la même dis- 
position de l’appareil on lance le pendule à toute vitesse, la Grenouille ne 
donnera aucun mouvement. Cela s'explique par ce fait que la décharge 
de la Torpille, qui retarde notablement sur l'excitation, ne se produit 
qu'à un moment où le circuit de pile est rompu de nouveau après le 
passage des fils F à travers la goutte de mercure C. En poussant gra- 
duellement la règle, de façon à retarder de plus en plus le moment où 
l’on recueille la décharge de la Torpille par rapport à celui de l’excita- 
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tion, on arrive à obtenir un premier signal représenté (fig. 6) sous le 
n° 1. Ce point correspond au début du phénomène; il se trouve, du 
reste, à la même distance du moment de l'excitation que dans la fig. 3, 
où se trouve déterminé le retard de l’acte électrique de la Torpille. 


Fig. 6. 


Si la décharge était instantanée, en poussant la regle d’une petite 


. 


quantité, de façon à retarder de =+; de seconde l'instant de la clôture 
du circuit, on verrait cesser le mouvement de la Grenouille; le courant, 
en effet, n’existerait plus au moment où l’on chercherait à le recueillir. 

Mais il n’en est pas ainsi, et, en fermant le circuit de plus en plus 
tard, on retrouve la décharge de la Torpille à des instants de plus en 
plus éloignés de son début, et l’on obtient ainsi les signaux 2, 3, 4, 5, 6, 
qui montrent que ce phénomène a duré pendant tout le temps que la 
plaque a mis à parcourir l’espace qui sépare les instants 1 et 6. Mesuré 
au diapason, ce temps correspond a -& de seconde. 

Dans une septième tentative, en retardant encore le moment de la 
clôture du circuit, on n’a plus obtenu le signal musculaire, ce qui prouve 
que la décharge était finie au moment de la clôture du cireuit de la 
Torpille. 

Pour faire la contre-épreuve des expériences précédentes, il suffit de 
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ramener la règle en arrière, c’est-à-dire de rapprocher la clôture du 
circuit du moment de l’excitation, et l’on obtient les signaux 8, 9, 10, 
11, 12, jusqu’à ce que enfin, dans une treizième expérience, on ait 
amené le contact trop près de l'excitation, ce qui supprime de nouveau 
le signal, la clôture du circuit étant finie avant le commencement de la 
décharge. 

Pour donner autant de précision que possible à cette détermination 
de la durée du phénomène électrique, il faut, vers le début et vers la 
fin de l’expérience, multiplier les tatonnements, et ne faire avancer ou 
reculer la règle que d’une très-pétite quantité entre deux explorations 
successives. On peut assez facilement obtenir cette détermination avec 
une approximation de ++, de seconde. 

La durée de la décharge électrique, dans le cas ci-dessus, était, avons- 
_nous vu, 7; de seconde. A linspection de la figure, on voit que cette 
durée est très-sensiblement celle de chacune des secousses musculaires 
qui nous servaient de signal. 

Les expériences myographiques ont donc confirmé de tout point les 
prévisions qui me les avaient fait entreprendre, elle ont montré qu’une 
parfaite analogie existe entre la décharge électrique de la Torpille et la 
secousse d’un muscle de la vie animale, tant au point de vue du retard 
de ces phénomènes sur l’excitation qui les provoque qu’à celui de la 
durée de chacun d’eux. 

Toutes ces analogies fonctionnelles entre le muscle et l'appareil élec- 
trique me faisaient vivement désirer de soumettre cet appareil à l’action 
des substances et des agents physiques, qui modifient les caractères de 
la secousse musculaire. J’ai montré les différences profondes qu’impri- 
ment à la courbe de ce mouvement la chaleur, le froid, l’empoisonne- 
ment par la vératrine, etc. 

Pour étudier sur l’appareil électrique les influences de cet agent, il 
faudrait disposer d’appareils qui fussent capables de signaler les 
phases du phénomène électrique, c’est-a-dire son intensité à tous les 
instants. 

J'ai trouvé, dans le Compte rendu des travaux du laboratoire du pro- 
fesseur Donders d’Utrecht, un Mémoire relatif à la durée des décharges 
d’une bobine d’induction à long fil. L'auteur de ce travail, M. A. Nijland, 
se servit de papier sensibilisé au cyanoferrure de potassium, sur lequel 
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il écrivait les vibrations d’un diapason muni d’un style que traversait 
la décharge de la bobine. On voit, au moment de la décharge, les vi- 
brations du diapason s’écrire sous forme de sinuosités ponctuées, mon- 
trant ainsi que la décharge est formée d’étincelles multiples plus fré- 
quentes au milieu du phénomène qu’au commencement et à la fin. Le 
nombre de vibrations du diapason pendant lesquelles le papier reçoit 
la coloration caractéristique permet de mesurer directement la durée 
du courant induit de la bobine. 

Je termine cette Note, que je regrette de laisser si incomplète mal- 
gré son étendue, en signalant cette ingénieuse méthode aux physio- 
logistes qui auront l’occasion d’étudier les poissons électriques. 


DU 


MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE 


RELIÉ A UN SYSTÈME MATERIEL . 
ANIMÉ D'UN MOUVEMENT RELATIF PAR “RAPPORT A CE CORPS, 


Par M. H. RESAL, 


PROFESSEUR A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 


Faire ressortir l’influence sur le mouvement d’un corps solide (S) de 
l’inertie due au mouvement relatif d’un système (s) dont les points 
d'appui se trouvent sur le corps, tel est le probleme que je me suis 
proposé de résoudre d’une maniere générale, et qui comprend notam- 
ment, comme cas particuliers, l’étude des mouvements nuisibles d’une 
locomotive, celle de quelques appareils giratoires, la recherche des 
moments, par rapport aux axes principaux d'inertie de la Terre, aux- 
quels donnent lieu les oscillations de la mer et de l’atmosphère. 

Parmi les théorèmes spéciaux dont je dois faire usage, je citerai : 
1° celui de Coriolis sur les forces apparentes dans les mouvements rela- 
tifs, et qui est suffisamment connu pour que j’aie à en rappeler ici 
l'énoncé; 2° les deux propositions suivantes, dont l'application est bien 
moins répandue dans l’enseignement, et pour les démonstrations des- 
quelles je renverrai à mon Traité de Cinématique pure : 

1° Si l’on regarde une rotation et une vitesse comme respectivement 
composées de plusieurs autres, l’accélération centrifuge composée est la 
résultante des accélérations semblables obtenues en considérant chaque 
rotation partielle avec chacune des composantes de la vitesse; 


2° L’accélération en un point d’un corps solide mobile autour d’un 
15. 
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point fixe, est la résultante de celle qui est due à l'accélération angu- 
laire, et de l’accélération centripète correspondant à la rotation instan- 
tanée comme si elle était permanente (théorème de M. Rivals). 


SI. — Du mouvement de translation du corps solide. 


1. Ce cas ne présente aucune difficulté que le corps soit libre ou 
non. 
Soient : 


AX, AY, AZ trois axes rectangulaires de directions fixes passant par 
un point A de l’espace ; 

X, Y, Z les coordonnées du centre de gravité O; 

M la masse de (S); 

M’ la masse totale de (s); 

X’, Y’, Z' les coordonnées de l’un de ses éléments matériels m ; 

F,, F,, F, les projections sur AX, AY, AZ de la résultante des forces 
extérieures qui sollicitent l'ensemble de (S) et (s). 


On sait que l’on a 
ŒX aX! 


M tim 7 =F.,, 
ou 
dx ad? 
Nf/ SY — / — fF 
(M+ M’) ai + èm 7 (xX XIE 


Soient x, y, z les coordonnées de m par rapport à trois axes Ow, Oy, 
Oz parallèles aux précédents passant par le centre de gravité O de (S ) : 
l'équation ci-dessus devient à 
wx dx 3 


+ im — —F,,. 


(1) (M+ M!) 2 7 


Si la loi du mouvement relatif est connue, æ, y, z sont des fonctions 
données du temps. 


2. Application à la stabilité des machines à vapeur. — L'équation (1) 
est notamment applicable à la stabilité des machines à vapeur en con- 
sidérant (S) comme représentant le bati, et le massif lorsque la ma- 
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chine est fixe, et (s) comme l'assemblage des pistons, bielles, mani- 
velles, etc. En supposant que le mouvement soit arrivé à l’uniformité 


d? 
=m mm est de la forme 


2(A, cosnQt + B, sinnQ?), 


Q étant la vitesse angulaire de l’arbre moteur, x un nombre entier et 
A,, B, des constantes. 

Dans le cas d’une machine fixe, nous supposerons que OX est une 
horizontale comprise dans un plan vertical parallèle au mouvement des 
d'z 


Te de la 


organes mobiles, et que OZ est vertical; y est constant et 


forme 
(Aj, cosnQt + Bi sinnQt); 


F, est l'effort F, transmis par la machine, estimé dans le sens hori- 
zontal diminué de la réaction horizontale du sol dont le maximum est 
(M + M’) gf, f étant le coefficient de frottement et g l’accélération de 


la pesanteur. Pour que la machine soit stable, il faut que os = 0, et 
que l’on ait constamment 


=(A, cosnQt + B,sinnQt) $(M + M’) fg — F., 
d’ou 
(M+ M’)g> F.. + maxim. (A, cosnQé-+ B, sin nQt) 
13 
En désignant par F’, la composante verticale de l’effort transmis par la 
. machine, il faut de même que 


(M +M')g2F; + maxim.Z2(A,cosnQf + B, sinnQt). 


La plus grande des valeurs des seconds membres de ces inégalités fera 
connaitre une limite inférieure du poids que doit avoir tout le systeme 
et, par suite, de la masse des fondations. 

En supposant OX et OZ respectivement parallèles et perpendiculaires 
a la voie, F, étant nul, le mouvement moyen d’une locomotive sera 
défini par les équations 


a? X, PZ, 
(M+ M')— = Fe ade 
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et en posant X=X, +y, Z= Z,+ 5s, on aura 


dh. d'x n de dz 
(M+M) + ème = 0, (M+ M’) 73 tm, 
équations qui, intégrées deux fois, feront connaître les éléments des 
mouvements oscillatoires parallèles (tangage) et normal à la voie (tré- 


pidations). 


§ Il. — Du mouvement de rotation des corps autour 


d'un point fixe. 


3. Les équations d’Euler reçoivent immédiatement leur application, 
en tenant compte des moments des pressions variables exercées sur les 
appuis par (s). Le résultant de ces moments est identique à celui qui 
est dû à l’accélération absolue des éléments matériels de (s) et des 
forces extérieures agissant sur le système prises en sens contraire. 

On sait que l'accélération absolue a pour composantes : 

L’accélération relative, — l'accélération d’entrainement, — l’accélé- 
ration centripète composée. 

Il résulte de la qu’il faut introduire dans les équations d’Euler les 
termes correspondant à la masse (s) considérée : 1° comme faisant par- 
tie intégrante de (S); 2° comme animée des accélérations relative et 
centripète composée. De plus, il faut tenir compte, dans les seconds 
membres, de toutes les forces extérieures agissant sur (S) et (s). 


Fig. 1. 


m 


Soient (fig. 1) : 


Ox, Oy, Oz les axes d’inertie principaux de (S) passant par son centre 
de gravité O; 
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À, B, C ses moments d'inertie par rapport à ces axes; 

x, y, z les coordonnées parallèles aux mêmes axes d’un point m de (S) 
ou (s); 

n, p, q les composantes de la rotation instantanée w de (S) suivant Ox, 
Oy, Oz (elles seront considérées comme positives ou négatives, 
selon qu’elles auront lieu de la gauche vers la droite ou inversement, 
pour l’observateur couché suivant la partie positive de l’axe en ayant 
les pieds en O; la même convention s’appliquera aux moments des 
forces); 

OP la direction de l’axe instantané de (S); 

a, GB, y les angles qu’il forme avec Ow, Oy, Oz; 

P la projection de m sur OP. 


dn dp dq | ; , 
Nous rappellerons que =; =; 7, sont les composantes de l’accé- 


lération angulaire de (S) suivant Ow, Oy, Oz. 
On a 


n 
cosa= —» cosp = P, cosy = À, 
(A) (A) a) 
OP = x cosa + y cosf + 2 cosy. 


On sait que l’accélération d’entrainement se compose : 


1° De l’accélération centripete : La projection de mP sur Ow étant 


OP cosa — x= x cOs?a + y cosacosB + 2COSa Cosy — x 


— «#(w? — n?) + ynp + ang 
etc aay 


celle de l’accélération centripète w?#P est 
— z(o?— n’?) + ynp + 2nq. 

La projection de cette accélération sur Oy est de méme 
— y(? — p?) + xpn + zpq. 


Ajoutant ces deux expressions multipliées respectivement par — my 
et mx, puis faisant la somme des résultats semblables relatifs à tous 
Jes points matériels de (S) et (s), on obtient, pour le moment total da 
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à la force centripète par rapport à Oz, 


(n?— p?) Y’ may + np ¥ may) pq maw + ngÿ may. 


Si l’on considère la portion de cette somme qui se rapporte à (S), 
tous les doubles produits disparaissent, et il reste 


np(B — A). 


Actuellement, le signe = se rapportant uniquement à (s), le moment 
total par rapport à Oz se réduit à 


(a) np[B—A+Zm(x—y?)] + nq2mzy — pq Smzx. 


2° De l'accélération due à l'accélération angulaire. — Cette accéléra- 
tion a pour composantes 


oP — ya suivant Oz, 
24 — sot suivant Oy. 


En multipliant ces deux expressions par — my et mz et faisant la 
somme pour tous les points de (S) et (s), on trouve, pour le moment 
par rapport à Oz, dû a l’accélération angulaire, 


LT m( LYS) DS max — PS mys, 


ou 


: : 
(b) [C+ mar + pe) Fe Emaa — BP mys. 


L’accélération relative donne le moment : 


dy aa 
(c) Em (x TE — Te)’ 


L’accélération centripète composée a pour composantes 
. dz dy : 
PT 19 a) suivant Oz, 


2 ue — a i 
dr mh suivant Oy, 
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d’où le moment 


d d. dz 

(d) qa EE + y?)— an Ema — ep emer A 

L’équation différentielle du problème, en projection sur Oz, s’obtien- 

dra done en égalant la somme des expressions (a), (b), (ed au 

moment dt, des forces extérieures agissant sur (S) et (s) par rapport à 
cet axe, ce qui donne 


dq 


or [C+ ZEm(x+ y1)] — ld Z2mzx — 2mzy 


+ np[B— A+ 2m(x?— y’)| 
+ (n° — p')2maxy + ng Lmzy — pq imex 


dy dx 
> —— Ve 
+ 2m (2 de ie de | 


+ q £3 m( a? + y?)—andma —2pimy Ge A (ee 


et de méme 


i dn 
dt 


d. 
2maxy — ats XMxzZ 


dt 


dp 
dt 
+ pq[C —B+ 2m(y?— 2’)] 

+ (p?— q?) ÊZmzy + np 2maxz — nq Èmaxy 
dz ree 2 


[A +2m(y? + 2?)| — 


M7 (> de" de 


d dx dx 
+n amy +2 —2q) ms — 2pimy ap lle, 


d d dn . 
TL [B+ Zm(x’ + 27)| — ee 2myz — oP 2myx 


+ng[A—C-+ Èm(z — x°)] 
+(g —n)Èmaxz + pq Èmyx — np Èmyz 
Px = 


+ Em (s de 7 de 


Ê 4 > 3 dy 
pe ne Zz?) — an dma D —2q 2m = My. 


Ces équations sont comprises implicitement dans celles du probleme 
16 


Annales de l’École Normale. 2° Série. Tome I. 
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suivant, dont la solution est beaucoup plus simple qu’on ne pourrait le 
supposer à priori. 


4. Equations du mouvement d’un système matériel rapporté à trois 
axes rectangulaires mobiles autour de leur origine. — Soient : 


n, p, q les composantes suivant Ow, Oy, Oz de la rotation de l’ensem- 
ble des trois axes; 

V la vitesse absolue du point m du système matériel (5), dont les 
coordonnées sont x, y, 3; | 

OP, Oon les axes des moments des quantités de mouvement des élé- 
ments matériels de (c) et des forces extérieures agissant sur ce 
système par rapport au point O; 

P,,on,, Vz les projections de OP, Or, V sur un axe quelconque O,. 


La vitesse V étant la résultante de la vitesse relative de (5) par rap- 
port aux trois axes et de la vi‘esse d’entrainement, on a 


aay 
(e) Ve re + gy — nz, 
dz 
Ni 6 rs +ny— px 
d’où 
; dz d : 
| P,=2m(yV:.—2V,)= Xm Dr iis On seein A Ry ’ 
ite jes |= dz : ; oe 
) pena de ru À +2) re + gs) |, 


S 
“a 


| 


m PL dx 2 2 7 cel 
Cd g(2+95)— s(ne+ py) | 


On sait que O3 n’est autre chose que la dérivée géométrique, par rap- 
port au temps de OP, ou la vitesse absolue du point P considéré comme 


. . > 
un mobile et dont la vites 4 =; de 
dt 
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sorte que, par un changement de lettres, les équations (e) donnent les 
les suivantes : 


dP, 
Nog dt — qP,, 


dP, 
| ol, = ire +nP,— pP., 


et en y substituant les valeurs (f) on obtient, pour les équations 
cherchées, 


.dn na d 
FA amy? + 2)— may — TH XML 


+ pq2m(y?— 2?) —npimxz+ngime«y + (q?—p?)imyz 


d . aa dx d Leer: i Ae 


dp dn dq x 
7. 2 mM( 2x? + 2?) — ar an Re 
(A) + ngËm(z— 2x) — pnimyz + pq Emyx +(n?—q?) mez 
d dy dy d dx dz\ _ 
+P m(x? +2!) —anima ~~ —2q2mz + xm (2 IE 25)= M, 
d 
aA 2m (2 + y?)— 7 P max — Smee 
+npÈm(xt—y)—nq2mzy+ qgpÈmzz+(p—n)2mxy 
| d ie dz ds dy dues 
| APT Z2m(y?+ 2) )—2nÈmxT —2pÈmy Dome). 


En désignant par & le travail en forces extérieures et moléculaires 
qui agissent sur (c) augmenté d’une constante, on a léquation des 
forces vives 

2m(Vi+ Ve + Vi)= 26, 
ou 
n?<m(y?+ 27) + p?Xm(#?+ 27)+ gim(2?+y") 
— pq Èmzy — nqÈmaxz— npÈmaxy 


d dy dz dy dx 
(3) nd m5 — 2G) + pim(25t— a) + gdm Ga a 
. ALS DEEE 
+3m( Te + Ge + ge) = 26 
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Cas particuliers. — 1° Si l’on suppose x, y, s indépendants du temps, 
les équations (A) deviennent celles de Lagrange, relatives au mouve- 
ment d’un corps solide rapporté à trois axes fixes dans ce corps, et celles 
d’Euler, en supposant de plus que ces axes sont des axes principaux. 

2° Si le système (5) se compose de deux parties, l’une solide (S) 
dont Ox, Oy, Oz sont des axes principaux d’inertie passant par le 
point O de ce corps, et l'autre relativement mobile, on retombe sur les 


équations (2). 


5. Application au mouvement d'un système de corps solides qui réa- 
gissent les uns sur les autres en ayant égard aux ébranlements des mole- 
cules ; théorème de Coriolis. — On peut toujours considérer un corps so- 
lide comme libre en introduisant dans les équations du mouvement les 
réactions dues aux liaisons. 

Soient : 


M la masse du corps vibrant (6); 

(5’) un corps solide fictif identique au précédent, mais absolument 
dur, dont le mouvement est produit par les mêmes forces exté- 
rieures que celles qui agissent sur (¢). 


Si nous supposons qu'à un instant quelconque les deux centres de 
gravité coincident et ont la même vitesse, ils coincideront pendant 
toute la durée du mouvement, et nous appellerons U leur vitesse com- 
mune au bout du temps ¢. 

La force vive de (¢) sera égale à MU? augmentée du premier membre 


de l’équation (3), en considérant Ox, Oy, Os comme étant fixes dans 


dx dy dz 


c’) don st censé le c > gravité, ets => — 
(a) t O est censé le centre de gravité, et Prater 


comme se rap- 
portant au mouvement vibratoire. 


Soient : 


Lys Yor Zo les coordonnées de la position moyenne de m, c'est-à-dire du 
point de (o’) dont m s’écarte constamment peu; 

Po = Vas + Yo 56: 

C= 0+ 0x, Y= Vo + dE 3, + Os; 

p= Vur+ y? + 5? = 0, + dp; 

Ox, Oy, Oz les axes principaux de (5’). 


ù At ao 

> , A « frs < i z x 
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Fe #2 } 2 

Nous supposerons que da, dy, Oz sont assez petits pour qu’on puisse 
les négliger par rapport aux dimensions de (o’), mais nous tiendrons 
compte des vitesses correspondantes qui peuvent étre très-grandes, 
comme dans le cas où l’on aurait dx —acos(it +e), a, à étant deux 


constantes respectivement très-petites et très-grandes, ¢ une constante 
quelconque. 


D'après la définition même du mouvement de(s’) on a 


an 
À +(C—B)pq =, 


et la première des équations (A) donne 


an mp, DE — on Sma, DE = ap my, LE _ dS alate 


dt 
ss d d d 
2 5 CET ON ed 
| + 52m (9 F 1%) =o. 


Si Y et Z sont deux fonctions d’une méme variable ¢, et dont la 
seconde diffère constamment très-peu d’une constante z,, à dZ ne 


diffère d’une constante que d’une quantité du second ordre, car on a 


frez=vz- frav=vz fzav= ve, 2, fav. 


On reconnait, par suite, en intégrant l’équation (C), que le moment 


dz d , Se 
— —z-) par rapport à Ow de la quantité de mouvement vi- 
2m (y An ai) © PP q 
bratoire est une constante que nous supposerons très-petite ou nulle, et 
nous admettrons qu’il en est aussi de même pour les deux autres axes. 
La force vive de (c) égale au premier membre de l’équation (3) aug- 
menté de MU? est, par suite, 


dr, ap. ds 
de de dt)’ 


An?-+ Bp?-+ Cq?-+ MU'+ 2m (Fe a 


c'est-à-dire qu’elle est égale à la force vive due au mouvement moyen 
augmentée de celle qui est due au mouvement vibratoire. Ce théorème dt 
à Coriolis, qui y est arrivé d’une autre manière, s'étend évidemment à 


126 DU MOUVEMENT D’ UN CORPS SOLIDE 


un nombre quelconque de ‘corps solides réagissant les uns sur les 
autres. ca 
Soient : 


V,, la vitesse moyenne de m; 


V, sa vitesse vibratoire; 
e’, 6”, &” les travaux des forces extérieures estimés dans le mouve- 


ment de (c), dans son mouvement vibratoire, et dans le mouve- 
ment de (o’); 

&, le travail des forces moléculaires ; 

&, le travail des forces d’entrainement estimé dans le mouvement vi- 


bratoire. 


Nous aurons, d’après ce qui précède, en donnant à la caractéristique 
A la signification ordinaire d’accroissement, 


L 


tAd mV}, + $AXMVi. = G + Gy, 


et dans le mouvement relatif 
LAZ mm V2 = ©’ + G— G., 


et comme 
G' — 6% re G”, 


il vient 
1 AXVi,=6"+6.. 
Donc le principe des forces vives s'applique au mouvement moyen pourvu 
que l’on ajoute au travail des forces extérieures le travail estimé dans le 
mouvement vibratoire, celui des forces capables de produire sur les mole- 
cules leur mouvement moyen. 
Soient : 


ds un élément de chemin décrit par m dans son mouvement vibratoire ; 
9 la projection de la force d'entrainement de m sur la direction de cet 
élément. 


Le terme de &, qui correspond à la masse m est | ods. 


Pour effectuer cette intégration, il suffit d'ajouter les intégrales sem- 
blables prises pour tous Fe intervalles pour chacun desquels dg con- 
serve le méme signe; 
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Soient : 
x ! 
t’ et 2’ les limites de l’un de ces intervalles: 
9’, 9”, 8’, s” les valeurs correspondantes de gets. 


tl tll 
[ edge gs [ sd; 
ee! ta 


tll 
mais do conservant le même signe, | sdo est de la forme s,(9” — ¢’), 
t' 


Nous aurons 


s, étant du même ordre de grandeur que s : l'expression ci-dessus 
devient | 
@(s" + 54) — @'(s’ —s,} 


et est du méme ordre de grandeur que les amplitudes des vibrations, 
ou négligeable; il en est par suite de même de &,. Donc, /’¢quation des 


forces vives s'applique au mouvement moyen, en faisant abstraction des 
vibrations de molécules. 


§ IL. — Examen de quelques cas particuliers dans lesquels 
la loi du mouvement relatif de (s) est connue. 


6. Les équations (2) qui s'appliquent au mouvement d’un corps 
solide libre (S) autour de son centre de gravité sont suffisantes (en y 
joignant celles qui permettent de fixer à chaque instant la position de 
ce corps par rapport à trois axes de directions fixes, et que nous 
n’avons pas à reproduire) pour déterminer le mouvement de ce corps 
lorsque la loi du mouvement relatif de (s) est donnée ou que x, y, z 
sont des fonctions connues du temps. 


7% Équations générales des petits mouvements ; application aux mou- 
vements secondaires des locomotives et des véhicules de chemins de fer. — 
Supposons qu’à une certaine époque 7, p, g Soient très-petits ; que dIL,, 
M,, Ji, et les termes dépendant de m dans les équations (2) soient 
constamment du même ordre de grandeur; 7, p, q resteront toujours 
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tres-petits, et, en négligeant les termes du second ordre, nous aurons 


ated fe re) Lune 


dt dt dt jail 
dp ad dx dz 
dite dy dx 

CT ae (+ d 7 Bi) =e 


Ces formules sont notamment applicables : 1° au mouvement de lacet 
d’une locomotive et, en général, d’un véhicule faisant partie d’un 
train; mais, cette question d’application exigeant quelques développe- 
ments, j’ai cru devoir en faire l’objet d’une Note spéciale placée a la 
fin de ce Mémoire; 2° aux mouvements de roulis et de galop que tend 
a prendre une locomotive. 


8. Equations faisant connaître les variations éprouvées par les éléments 
en mouvement de (s), quelle que soit leur grandeur, quand les moments 
dus à (s) restent constamment trés-petits. — Supposons que 7, p, q; 
Mz, NU, NL, se rapportent à ’hypothese de m=o; que n+ On, p+ dp, 
g+0g, M,z+9L,, M,+dM,, AN, + di, sont ce qu'ils deviennent 
en tenant compte de l'influence de (s). Les équations (2) donnent 


ce d dn d 
CT + a 2m(x° + 7° )— T7 Emax — Smay 
+(nÔp+pôn)(B—A)+np2m(x+y)+(n—p)2mxy+nqÈmzy 
dy dir d : - 
— pg Smee + Em (x Sao Te) +q 7 tmx + y’) 
dz LT ees 
on — 2nÈ2mMmx — 7 — 2pÈmy 7 nt PD | [Oe 
n 
Sate ae 
B dop | 
dt 


d'où l'on déduira dn, dp, dg lorsque n,p, g auront été obtenus au moyen 
des équations d’Euler. 


9. De l'influence des oscillations de la mer et de l'atmosphère sur le 
mouvement de la Terre autour de son centre de gravité. — Considérons 


RELIE A UN SYSTÈME MATERIEL, ETC. 129 


le solide fictif formé par le noyau terrestre, la mer et l’atmosphere, dans 
l'hypothèse où elles seraient en équilibre relatif sous l’action de la pe- 
santeur, et soient 


Ow, Oy, Oz les axes principaux d'inertie passant par le centre de gra- 
vité O de ce corps; 

A, B, C les moments d'inertie correspondants ; 

Oz celui de ces axes principaux dont la direction diffère constamment 
très-peu de celle de l’axe instantané de rotation de la Terre; 

4 la valeur moyenne de cette rotation; 

Los Yor Zo les valeurs moyennes des coordonnées d’un point m de la mer 
ou de l’atmosphère, 


q — go, net p restent constamment très-petits, comme les moments 
Mrs My, M, dus à l'attraction du Soleil et de la Lune, qui peuvent 
être regardés comme se rapportant au solide fictif ci-dessus. 

Reportons-nous aux équations (A) : la masse totale de la mer et de 
l'atmosphère étant tres-faible par rapport à celle du système terrestre, 
nous pourrons, sans erreur appréciable, remplacer les coordonnées de 
leurs éléments matériels par leurs valeurs moyennes; les termes en 
Zmyz, Smay, Xmaæz disparaitront ainsi, et, en négligeant les termes 
du second ordre en g — qo, 7, p, nous aurons 


dn dy . dz _ dx dx 
AGE + pgs(C—B) +n Sm(y Of +258) —ap2 my, eq Sms dl 


dp dx dz dy _ 
Bu +-ngo(A—0)-+ 2p 3m(2, 2+ 2057 | —2nZmMzx,y Tk eal 


dq x oy Vas BE = 
D TL mali CE de) an Smite 7, — 2P AMY Fi 
dy die 2 
+ im (x eae Te.) OI. 


le signe > se rapportant aux molécules de la mer et de l'atmosphère ; 
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d dx , 
mais les termes tels que =my, D Emo"? Sont du même ordre 
de grandeur que 9, 9, Iv, ou que g — Jo, À et p; il vient donc tout 
simplement ms 5 
AT + pqu(C — B)— 2g. mz, Te Seg: 


d dy _ 
B A + nq (A — C) — 2qoX ma = My, 


dq dy dx\ _ "4 
C de. + qo Xm (re ae + Lo a ) = N,. 
Posons n=n, +0n, p =p, + OP, q = qi + 94s Nis Pis Js SE VAppor- 
tant à l'hypothèse où la mer, l'atmosphère et le noyau terrestre ne for- 
meraient qu’un seul corps solide. Les équations ci-dessus donnent 


don dx 
Art {Gr B)qôp —2q 2m dr? 
pee + (A—C)q.dn=2qQ.2mz cm 
dt eres 
doq _ dy dx 
C raph ime > 2G 2m (re i: + 2X ir) 
de dy dz 
On voit ainsi que dn, dp, dg sont périodiques comme We’ de? gi? © est 


a-dire comme les marées, et les marées atmosphériques, qui n’influent 
ainsi en aucune façon sur la précession des équinoxes et la nutation; 
en d’autres termes : 

« Les phénomènes de la précession des équinoxes et de la nutation 
sont exactement les mêmes que si la mer et l’atmosphère formaient une 
masse solide avec le sphéroïde qu’elles recouvrent. » (Laplace. ) 


S IV. — Solution de quelques questions dans lesquelles certains 
éléments du mouvement absolu de (s) sont connus. 


10. Il peut être avantageux, dans quelques questions, de déterminer 
des relations entre la vitesse absolue, la vitesse relative des points de (s) 
et le temps. Il me paraît impossible, à ce sujet, d'indiquer une règle 
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générale, et c’est en se rendant bien compte de la nature de chaque pro- 


blème que l’on sera conduit au mode de solution qui présente le plus 
de simplicité. 


11. Le corps (S), n'étant sollicité par aucune force extérieure, ne pos- 
séde comme mobiles que des solides de révolution tournant d’un mouve- 
ment uniforme autour de leurs axes paralléles à un axe principal d’inerue 
de ce corps. — Supposons en premier lieu qu’il n’y ait qu’un seul solide 
de révolution dont l’axe soit perpendiculaire au plan 20x; les résul- 
tats obtenus s’étendront facilement à un nombre quelconque de corps 
semblables. 

La vitesse angulaire absolue de (s), Q, reste constante, puisque le 
mobile n’est sollicité par aucune force extérieure; sa vitesse angulaire 
relative par rapport à (S) est Q — p. 

Soient 


a, b les coordonnées de l’axe de (s) parallèles à Ox et Oy; 
M’ et I la masse et le moment d'inertie de (s). 


Posons 
æx=x+a y=y'+b 
et 
2my=M}, 


y étant une constante dépendant de la forme et de la nature du mobile; 
nous aurons évidemment 


I 
1—Zm(x2+ 27), Zmz'x'—0o, Smz'=o0, Èmz—=0, 2mx''—=2mz—-; 
9 7 ’ ? > 


et en supposant que (s) est symétrique par rapport au plan z0x, 


d 1 
Dim a! y = 0,5 Nez yn a0; Emy = =0, Emy = 0 
On a d’autre part 
ER de x F 
puis 
Zmzx —M'ab, Imzy=—0, Emxy—0, Ema = = + Ma, 
d QI d QI 
Sms == + ME, ma —; Im =. 
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Si l’on pose dite 


+ ‘ 
om, 


A'— ashame +a’), 
paps lab) 
I ! oe | 2 
C=C+>+M(y + 6), 
les équations (2) deviennent — 
C’ 49 _ Mab ne + np|B —A+54M'(a'—y)| + O—p)n=o, 
ate dt 2 
dress dq I : Sab 
NT + Mab(np — 7 +pq|C—B—++M(y— b)|—1(0—p)p=o, 
+ + ng[/A — C+ M’(b?— a@)] + (q?—7n’)Mab=o. 


Ces formules s’appliqueront à plusieurs solides de révolution animés 
de la même vitesse angulaire, en y supposant que I est la somme de 
leurs moments d'inertie, et remplaçant M'ab et M'(b° — a?) par = M’ab 
et EM(b? — a’). 

Si, à une certaine époque, les valeurs de 7, p, g sont tres-petites, elles 
le seront également pour les valeurs du temps qui ne dépasseront pas 
certaines limites. D’après la troisième équation, p ne variera que d’une 
quantité du second ordre, et si sa valeur initiale est nulle, les deux 
premières pourront se réduire aux suivantes 


dq dn 


C ++ ig M'ab = Et Qlno, 
a dm res ae 
dont les intégrales sont 
n=N VC! cos - QM t+.) : 
AC Mab 
q = N VA' sin Ie) 
VA’C'— M'ab 


N et ¢ étant deux constantes arbitraires. 


My ¥ 
errs \ær 


EE 


my 


~ 
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Si le corps (S) est muni de deux solides de révolution identiques 
symétriquement situés par rapport dyOz, et ‘dont les axes soient situés 
dans un plan parallèle à yOu, M’ab disparait dans les équations précé- 
dentes, et l’on a tout simplement 


ND 
VA’ / 
= QI cos(t + e) 
=N A’ sin ——————-; 
q V VAT 1 


et les espaces angulaires parcourus en vertu de ces relations sont 


Gi I 
f nd= NyA les ge Pere , 
0 QI VA'C ÿA'C' 


ca Cr 
if qdt=— Nue [cos GE eh maak 
i QI VA'C VA’ C 


Les amplitudes sont d'autant plus petites et leurs durées plus grandes 
que Q est plus grand, ce qui pourrait peut-être expliquer certains faits 
relatifs aux mouvements secondaires des véhicules de chemins de fer. 


12. Une sphère homogène (s), animée d’un mouvement de translation, 
qu n'est sollicité par aucune force extérieure, pénètre dans un canal de 
même diamètre, d’une forme déterminée, relié invariablement a(S); quel 
est le mouvement que prendra ce dernier corps ? — En négligeant le frot- 
tement, le mouvement absolu de la sphère circulant dans le canal ne 
cesse pas d’être une translation dont la vitesse V est constante; de sorte 
que l’on est ramené à supposer que toute la masse M’ de (s) se trouve 
concentrée en son centre de gravité; et pour appliquer les équations (2) 
il suffit d’y supprimer le signe 3, d’y remplacer m par M’, et enfin d’y 
considérer x, y, z comme étant les coordonnées du centre de la sphère. 

A la relation 


dx ; d ? dz ia 
(K) V= (Fe +pa ar) + (G+ 92-22) + (+ ny—pe| ’ 
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nous joindrons les équations 
y=F(x), 2=F(x) 


qui définissent la forme du canal; nous aurons ainsi le nombre d’équa- 
tions voulu pour déterminer les six inconnues 7, p, g, æ, y, z en fonc- 
tions du temps; mais on est arrêté de suite, même dans des cas très- 
simples, à l'exception de celui des petits mouvements, par des difficultés 
de calcul insurmontables. 


Cas particulier. — Supposons que la masse M et ses produits par ses 
coordonnées prises deux à deux soient relativement et respectivement 
très-petits par rapport à M et à A, B, C; que g diffère peu d’une con- 
stante gy; que, d’après leurs valeurs initiales, p, g restent du même 
ordre de grandeur que les termes en M’; enfin que 1, = 0, A, = 0, 
Ne == 0: 

Les équations (2) donnent, aux termes du second ordre près, 


dq ra PELLE 2 dy aa 
OG + amg (2G +r) + Mer DE) =o, 


dn +de ph @z by 
A We + pq(C— B)— 2M gs re + M rm: )=e 


dp ! dy , dx d?z 
Ba + nqo(A— C)— 2M 57 + M (2 — 2 Fz) =0. 


L’équation (K) se réduit à 


sda nade dz : : 
LE aimant le 


ane siti’ qy) + oe (qx — nz)+ PE (ny — pHi. 

Les équations ci-dessus sont encore trop compliquées pour qu'on 
puisse en tirer parti; pour simplifier la question, considérons le cas où 
M’ parcourrait un cercle de rayon R, de centre O, compris dans le 
plan 0x, et soient 9 l’angle que forme le rayon vecteur OM’ avec OZ, 
MR On:a 


x=Rsing, z—Recosy, y=o, 
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et 


d 
ct + M’qR?sin2o = = 0; 


dn do. 
A + pqi(C—B)— M’qoR*(1 + cos29) 7 =o, 


d 
Be +-ngq.(A—C)=0o, 


2 


49 : 
Y= ga + (t+ cosag)p — (1— cos29)q, 


ou encore, en comptant l’origine du temps à partir d’une coincidence 
de OM’ avec Oz, d’après le mode d’approximation adopté, 
d 
C a + M’qR’ysin2yt =o, 
dn ' 
A 7 + pq(C — B)—M'q,. R’y(1 + cos2yt) =o, 


dp 
Bo, t+ ng(A—C) =o. 

Ces équations s’integrent facilement et donnent pour n, p, q des 
fonctions périodiques du temps; pour que ces rotations restent très- 
petites, comme on l’a supposé, il suffit que le quotient de M’R? par le 
plus petit moment d'inertie principal de (S) soit une petite fraction. 


§ V. — Cas général où les éléments du mouvement relatif de (s) 
sont eux-mêmes des inconnues du problème. 


13. Sile mouvement relatif du système (s) n’est défini que par les 
forces qui le sollicitent et par des équations de liaisons, un certain 
nombre i des coordonnées x, y, z sont, comme n, p, g, des inconnues 
du problème, et l’on devra joindre aux équations (2) : équations com- 
plémentaires. Ces dernières ne seront autre chose que celles du mou- 
vement relatif de (s) par rapport à (S), et que je crois inutile de repro- 
duire ici. 

Par exemple, si (s) tourne autour d’un axe fixe dans (S), x, y, = 
s'expriment en fonction de l’angle variable 9, que fait un plan méridien 
déterminé de (s) avec un plan relativement fixe passant par l’axe, et 
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l’on a, entre les inconnues 7, p, g, 9, les équations (2) et l'équation du 
mouvement relatif de (s). 

Si (s) tourne autour d’un point relativement fixe, sa position par 
rapport à (S) est, comme on le sait, définie par trois angles 9, 4, 9, au 
moyen desquels on peut exprimer les x, y, z, et l’on a trois équations 
du mouvement relatif entre les angles et leurs dérivées par rapport au 
temps, qui, jointes aux équations (2), déterminent complétement les 
éléments de la question. 

Il peut arriver qu’il soit plus simple de substituer à une ou plusieurs 
équations du mouvement relatif autant d'équations résultant de la con- 
sidération de l’ensemble de (S) et (s), comme nous le verrons dans 
l'exemple ci-après. 

Les équations des problèmes de la nature de ceux dont nous nous 
occupons sont loin d’être simples, et ce n’est que très-exceptionnelle- 
ment que l’on peut en tirer parti. 


14. Le corps (S) étant assujetti à tourner autour d’un axe vertical Oz 


(fig. 2), en l’un de ses points O' est fixé l'axe 0'G d’un solide pesant de 


Fig. 2. 


À ra 


révolution (s), assujetti à rester constamment dans une méme section 
méridienne 30 0'x de (S). Trouver la loi en mouvement de (S) et (s). — 
Soient : 


0'G =/ la distance du point O’ au centre de gravité G de (ais 

O0’ = a; 

y Vangle variable formé par 0’G avec Oz; 

w la vitesse angulaire absolue de (s) autour de O’G, qui, en vertu 
d’une équation d’Euler, restera constante. 


La vitesse angulaire relative de (s) est évidemment w — gsino. 


RELIÉ À UN SYSTÈME MATÉRIEL, ETC. 


137 
On sait que l’une des équations du mouvement d’un corps autour 

: 
d’un point fixe s’applique au cas où le mouvement a lieu autour d’un 


axe fixe, sans faire cette restriction que ce dernier est un axe principal 
d'inertie. 

On a M, —0, n—0, p=o, et la première des équations (r) de- 
vient 


ANG d d d d 
i) [C+ 2mm arty) + gay (2+ pe) + 5 me — Ze 


Soient 2’ et x’ les coordonnées du point m par rapport au prolonge- 
ment Gz’ de O'G, et sa perpendiculaire Ga‘ en G dans le plan 20x: 
Gy’ la parallèle en G à Oy. Ona 


æz—a+lcosp+zx'sin + z'cosy, 2=—/sing+ 2'sing — x'coso, 
AM 0, Lins 6p EMA)" = 0} 
2mx? = M’(a-+ lcoso)? + cos’ mx”? + sin'o Èmz”?. 
Soient : 
Taam + 2 eo myi=2imae se, Va Sm ee) 
les moments d’inertie de (s) par rapport à Gz’ et Gy’ ou Ga’; il vient 


PS. 
2m2?=)T — ss Zmax'=— M(a + lcosp} + Z cos?o + (1 — : sin’, 


et l'équation (B) prend la forme 
dq 
[C+ M'(a + lcos) + Esin’o + I'cos’¢ | a 


[M'(a + lcos)'+ Isin’¢ + I'cos*9] + 7 aa 


Qa 


+ q Tom(e hi) = 


d’où, en désignant par K une constante, 


d dx 
(CE) [C+M(a+/cose}+i sin'g-+V'cos'¢) q-+3m(2F —y Tr) —K. 


d l Sop, 
Pour estimer le moment 2m (x? 7%) des quantités de mou- 


vement relatif de (s), nous remarquerons que ce mouvement se com- 
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pose : 1° de la rotation w—gsiny, déterminant des quantités de mou- 
vement qui forment un couple dont le moment est I(w — sin?) 5 
et le moment de ce couple par rapport à Oz est I(w —qsing) sing; 


2° de la rotation Lie autour de la parallèle à Oy menée par le point O’. 


Or, si l’on considère deux points symétriques de (s) par rapport au 
plan sO, on reconnait que leurs quantités de mouvement dues à a 


se composent en une seule située dans le plan z0x; d'où il suit que 
cette vitesse angulaire ne donne pas de moment par rapport à Oz. 


L’équation (C) devient ainsi 
(D) [C+ M’(a+Jcosg)?+ I’ cos*g]g + Iw sing = K; 


c’est l'équation qui résulte de l’application du principe des aires et que 
l’on aurait pu poser immédiatement. 

Il nous reste maintenant à déterminer l’équation complémentaire 
qui doit résulter du mode de liaison existant entre (S) et (s), c’est- 
a-dire l’équation du mouvement relatif de (s) autour de la parallèle en 
QO’ à Oy. Mais il nous a paru plus simple d’y substituer l’équation des 
forces vives établie pour l’ensemble de (S) et (s). 

La force vive de (S) est Cg?; le travail dû à la pesanteur donne le 
terme — M'g/sin 9. 

En transportant, parallèlement à elles-mêmes en G, les rotations g 


do , aires , . ; 
autour de Oz et + autour d’une parallèle à Oy menée par le point 0’, 
on obtient deux rotations pareilles, et les translations g(a + /coso) 
ee if . j : , 
parallèle à Oy et it suivant Ga’. La composante gsing de g suivant 


Gz’, ajoutée à la rotation relative de (S) autour de Gz’, donne w. 
En résumé, le mouvement absolu de (s) se compose des rotations 


d : . 
®, —qCOS®, a suivant G2’, Gx’, Gy’, 


et de la translation 


ldo? 
\/ Te + (a + lcoso)q?. 


4 . , a . . . . 
Mais, d’après un principe connu, la force vive d’un corps solide est 
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égale à celle qui est due à son mouvement de rotation autour du centre 


de gravité, augmenté de celle de ce centre où toute la masse serait con- 
centrée. 


La force vive de (s) est, par suite, 


de 


= Lo +[l es + Ma + lcos)]q" + 


Iw? + u(r cos?g + + MIE + Plat Loose] 
(V+M’'?). 


On a donc, en désignant par H une constante dépendant des éléments 
du mouvement initial, 


(E) [C+ I'cos?¢ + M'(a+ lcos¢)]q?+(I'+ ML) te =—2gM'lsing +H. 


En éliminant g, entre (D) et (E), on trouve une formule analogue 
à celles auxquelles donnent lieu les théories de l’appareil de Bohen- 
berger et de la toupie, et qu’il nous paraît inutile de discuter ici. 


NOTE I. 


EQUATIONS DU MOUVEMENT DE TRANSLATION LATERAL ET DU MOUVEMENT DE LACET 
DES VÉHICULES D'UN TRAIN DE CHEMIN DE FER. 


Considérations générales sur le mouvement des véhicules. 


Pour simplifier le langage, nous appellerons plan méridien d’un 
véhicule le plan passant par son centre de gravité (abstraction faite de 
la charge) perpendiculaire à la direction des axes des essieux. 

La voie étant censée horizontale, lorsque le centre de gravité G du 
véhicule chargé et l'effort horizontal F sont situés dans le plan méri- 
dien, que les roues et les fusées sont respectivement de même dia- 
mètre, que le graissage est uniforme, on reconnait que F est représenté 
par la différence de deux termes, l’un proportionnel au pal total, 

I 
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l’autre à celui des pièces tournantes ('); les résultantes des réactions 
horizontales de la voie de part et d’autre du plan méridien sont chacune 
égale à la moitié de F. de 

Supposons maintenant que G se trouve en dehors du plan méridien, 
que l’effort de traction horizontal reste constamment parallèle à un 
même plan vertical; transportons F parallèlement à lui-même en G; 
il en résultera un couple donnant lieu à un mouvement de lacet; la 
composante F, de l’effort de traction perpendiculaire au plan méridien 
donnera lieu à un déplacement translatoire; la composante F, paral- 
lèle à ce plan se décomposera en deux autres F', F{ compris dans les 
plans moyens des deux systèmes de roues situés de part et d’autre du 
méridien, et qui détermineront le roulement; chacune de ces forces 
sera représentée par la différence de deux termes, l’un proportionnel à 
la pression exercée par le système de roues, l’autre à la moitié du poids 
de toutes les pièces tournantes. 

Si la voie a une légère pente, on peut calculer la pression totale 
exercée par chaque système de roues comme si la pente était nulle; 
mais il faut tenir compte de la composante due à la pesanteur estimée 
dans le sens du mouvement; la réaction longitudinale de la voie est, par 
suite, égale à la différence des deux termes respectivement proportion- 
nels au poids total et à celui des pièces tournantes. 

Si le véhicule est soutenu par des couples de roues de différents dia- 
mètres, sur lesquels la pression est répartie d’une manière déterminée, 
en réglant convenablement les ressorts de suspension, on voit égale- 
ment que la réaction longitudinale de la voie est également représentée 
par une expression de la même forme que ci-dessus. 


Cas des chemins de fer. — Les crochets d’attelage d’un véhicule de 
chemin de fer sont situés dans son plan méridien. 


(") L'effort de traction F relatif à un couple de roues de rayon est donné par la formule 


; Oot ofp Q : f 
F = 4 je ne — es SEE — Jp 
QE +22 (Q— 9) =F (0+ fr) — Ly, 
dans laquelle Q représente la pression totale exercée par le couple sur la voie, 4 le poids des 
pieces tournantes, p le rayon des fusées, d et f les coefficients du frottement de roulement 


des roues et du frottement de glissement développé dans le mouvement de rotation des 
moyeux des roues ou des fusées. 
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Considérons un train composé de x véhicules circulant d’un moyen 
mouvement uniforme sur un railway rectiligne. En raison de la forme 
conique qu’affectent les jantes des roues, on peut supposer, sans erreur 
‘appréciable, que tous leurs points de contact avec un rail se trouvent 
constamment sur une même parallèle à l’axe de la voie, quels que 
soient les petits déplacements dus aux mouvements oscillatoires que 
nous avons en vue d'étudier. 

Nous ne considérerons que le cas où ces déplacements sont suffisam- 
ment petits pour que les rebords des roues ne viennent pas s'appuyer 
contre les rails. 

Les vitesses des roues en leurs points de contact avec les rails, dues 
au lacet, étant généralement supérieures à la vitesse de translation laté- 
rale, la résultante des frottements de glissement est à peu près nulle 
lorsque le véhicule a un nombre pair d essieux; dans le cas contraire, 
elle se réduit au frottement des roues du milieu et peut être négligée, 
de sorte que, dans l’étude du mouvement latéral, on peut faire abs- 
traction des résistances passives. 

En ce qui concerne le mouvement de lacet, les résistances donnent 
lieu à un moment comparable à celui des causes qui déterminent le 
mouvement. Mais, comme le frottement n’a pour effet que de réduire 
les amplitudes des oscillations en déterminant entre elles des temps 
d’arrét (‘), il y a avantage à en faire abstraction, en faisant intervenir 
dans la question l’élément relatif à la sécurité, point de vue qui a con- 
duit à désigner sous le nom de nuwisibles les mouvements secondaires 
dont il s’agit. 


Équations des mouvements secondaires. 


Soient (fig. 3) : 


M; la masse totale du véhicule qui occupe le rang z dans un train de 
n wagons; 

I; son moment d’inertie par rapport à la perpendiculaire à la voie pas- 
sant par le centre de gravité G; du véhicule; 


(‘) Voir plus loin la Note IL. 
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0;=G,g; la distance supposée très-petite de G, au plan méridien A;B;, 
A, et B; représentant les positions des crochets d’attelage d'avant 
et d’arriere ; 


Gi = gih; la distance de g; à l’axe XY de la voie (¢; et 0; seront con- 
sidérés comme positifs au négatifs, selon qu’ils seront situés à 
droite ou à gauche de XY et A;B; pour l’observateur placé dans 


l’axe de la voie et dirigeant ses regards dans le sens du mouve- 
ment moyen); 


A;G; = aj, giB: Vi: 

l = B;AÀ;,, la longueur de la barre d’attelage qui relie le premier véhi- 
cule au (+ 1)”; 

T; la tension de /;, T, et T, étant nuls; 

pis Vi les angles formés par g; B; et A;,,B; avec le plan moyen vertical 
de la voie. (Ces angles seront considérés comme positifs ou né- 


gatifs, selon qu’en regardant dans le sens du mouvement moyen 
ils seront situés à droite ou à gauche de XY.) 


Nous négligerons les termes du second ordre en »;, 4;, di, &i. 

Nous pourrons sans inconvénient calculer T; comme dans le mou- 
vement moyen, c’est-à-dire en faisant abstraction des mouvements 
nuisibles; de sorte que T; sera très-sensiblement égal à la somme 
Mis + Miss +... + M, multipliée par un coefficient constant. 
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En projetant la ligne brisée gi: Bi, À;g; sur une perpendiculaire 
à XY, on trouve 


G— a:sing;+ bi sind, — b;,sin Dir — 61 = 0 
ou 


(1) (ee doi + bo: — Lis Yi ’ 


et l’on a, en négligeant le frottement, conformément à ce qui a été dit 
plus haut, 

ih CRIE 
(2) qe =T:b;—Toyin. 

La traction T; agissant sur M; a pour composantes T; et T, Y;, paral- 
lele et perpendiculaire à XY, d’où le moment par rapport à la perpen- 
diculaire en G; à la voie 


(a) —Ti(arqi+ dr) — Tia = — Ti, Lait qi + bi) + 0; |. 
La résistance T; donne de méme le moment 
(6) — T;(6:9; — di) — T: bib: = —T; [b,(9; + Yi) — 0;]. 


La partie principale de la réaction longitudinale des rails, propor- 
tionnelle au poids total, ne donne aucun moment; l’autre, que l’on 
peut représenter par g;, et qui ne dépend que du poids des pièces tour- 
nantes, est dirigée suivant XY et donne le moment 


(c) — gi(O;+ Gi). 


Pour plus de généralité, nous supposerons que chaque véhicule peut 
être muni de pièces oscillantes. Désignant par w la vitesse angulaire 
des roues motrices d’une machine ou de l’une des machines, représen- 


tons par DL 
— (Ai cosy ot + Bi sinjw t) 

le moment des forces d'inertie dues au mouvement des pièces oscil- 
lantes de M,, le signe = se rapportant à une suite de nombres connus j 
et aux constantes correspondantes A;, B;. Dans le cas d’une seule 
machine, on a A;= 0, B;—0 pourz>1, et 7 représente un nombre 
entier. S'il y a double traction, ces coefficients sont nuls pour des 
valeurs de z différentes de 1 et 3; et si les roues motrices des deux ma- 
chines ont le même diamètre, 7 continue à représenter un nombre entier. 

Nous aurons donc, d’après ce que nous avons vu dans le corps du 
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Mémoire, 
do; 
(3) I, “i =— Te [ai (oi + di) ail 0; | = Ti [ 5: (9: An vi) = 0; | 
— qi(d; + Gi) + 2(Aj cosjwt + Bisinjot). 


En faisant varier z depuis 1 jusqu’à 7, les équations (1), (2) et (3) 
nous donneront 3n — 1 équations entre autant d’inconnues ¢,, É2,..., 
ns Dis Paseoes Ons Vas Vases Yr Il est inutile d'intégrer ces équa- 
tions : il suffit d'y satisfaire en partant de ce principe, que les effets 
dus aux conditions initiales du mouvement ont bientôt disparu sous : 
l'influence des résistances passives lorsque la vitesse moyenne du train 
est devenue uniforme. Mais la résolution des équations du premier degré 
auxquelles on est ramené ne présente réellement de l'intérêt au point 
de vue de la symétrie des calculs que dans le cas suivant : 


Cas où le centre de gravité de chaque véhicule se trouve dans son plan 
méridien. — On a g;= 0, d;= 0. | 

Considérons en particulier les termes A‘ cos7wt, et posons 

Gi = Z; cosjwt, gi = 0; cosswt, vi Vicossot, 

Li, 2; Y; étant des constantes dont il s’agit de déterminer la valeur. 
En substituant, les équations (1), (2) et (3) deviennent 
Z, —Z,—1Y¥,— 8,9, — a, ®,, 
7: — Z,— 1,¥,.— 6,9, — a, ®,, 


(4) 
Zn — An n—1 Lies > bd, Pi — Un ®,; 
SF TN 
262%, — T.Y,—T.Y, 
(5) LPS Me 
— Jo Zn = a 
— 1,01 j?0, = A} — 7,6,(0, + Y,) 
* — Lot j®, = A*— Tia(d, + V;) — Tib:(D,+ ¥,), 


RSMAS 8 Qui M ele SA ee Ae ee ele, Sie ST eee se le sie ar aie Ube 


Er l,0°7°%, = Aj — Li an( PD, ra aa ye 
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Des-équations (5) on tire 


Pol, eZ )=TY 2 aoe _ LP 

pot 2) 4 Gr + MM.” 

: T,Y I I T, Y 
DRE Z say 5 ae 1 7 Tile 00) ES 3 3 

J'® ( 2 3) M, + TY; (ar Er ar) M, ? 

T,Y I 4 ie 

OSA be AS ja NES 2 7 LEE So ee 

7 a (Z; 4) M, + DA (a + M, ? 
à aS I I 
*@? Zi — Zn = — en ni Tn—1 | 2) NE 

jo (Zi Za) gate TY (a+ a) 


d’où, en vertu des équations (4), 


30)? l ae 17 2 Wa) == oe ee lak 
jror(d¥, — BD — ad) TY: (ar +3) =, 
é T,Y, AG I T,Y 
24)? b = Og? Us i ba hae 2X2\q7 — )———. 
cg) Poa BO: — GOs) woth (ac +a) TF 


DS OF eae je Pr I 1 
J © Ces Wai — br On — An Dh) = — Li hélas +T,. Vi (x = i) - 


Si dans ces équations on porte les valeurs des ©; déduites des for- 
mules (6), on trouve 


wii Tb} a Fa, LT TES 
Jou ah pena T,a,+7T,b,— Iw’)? shar M, 
- T,a@&b;, To 
SS is (wri? PTE Lo; = si) 
— PA À; b, ak Aja ) 
ee ety Tat Ti — Ley) 


o?]?T, dab, va 
¥i (rae T,b, — Lo i as M: 


+¥,| 0%, (ee et chon ba bois - (Si M, 5 


w°J?T;a;b; i) 
Mele tes i 
Se a RE Seed A} as N yee 
=) Tant, Lo La + 126,— Lot, 
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Il nous reste ainsi, au lieu de 3n — 1, r équations, dont la loi des 
coefficients est facile à reconnaître. 


NOTE IL. 


DE L'INFLUENCE D'UNE RÉSISTANCE CONSTANTE SUR LE MOUVEMENT OSCILLATOIRE D'UN CORPS, 
PRODUIT PAR UNE CAUSE PÉRIODIQUE. 


1. Il est à peu près impossible de se rendre compte, à priori, de l’effet 
produit par une résistance constante ou un moment constant sur un 
mouvement oscillatoire de translation ou de rotation autour d’un axe, 
d’un corps solide, dû à une cause périodique. 

Je ne m’occuperai ici que d’un cas particulier du problème ci-dessus 
énoncé, et auquel j’ai été conduit en traitant le sujet qui a fait l’objet 
de la Note précédente. 

Je ne considérerai que l’une des causes périodiques qui donnent lieu 
au lacet, la plus importante si l’on veut, en négligeant les autres causes 
perturbatrices qui ont été analysées plus haut. 

Dans cette hypothèse, le mouvement oscillatoire sera défini par une 
équation de la forme 

æs 


— — = 
A an Bcos(nt+e)+0, 


s étant Pangle que forme le plan méridien d’un véhicule avec un plan 
vertical de direction fixe, A, B, 2, e étant des constantes de même que 0, 
qui représente le terme dû à la résistance, et que l’on devra prendre 
avec le signe — ou le signe +, selon que la vitesse sera positive ou 
négative. 

Si l'on choisit convenablement l’origine du temps, on peut supposer 


sB 0 * , , 
e— 0; en remplaçant nt par £,s par 7% n°, Pa? l'équation ci-dessus 
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prend la forme plus simple 


d? 


Ss 
Ja = Cost y. 


: : : ds ‘ . 
Par la nature même du problème, la vitesse 7 sera nulle à certains 


instants; si y était supérieur à l'unité, il y arriverait un moment où le 
mouvement oscillatoire ne pourrait plus se continuer; laissons de 
côté ce cas, qui ne présente aucun intérêt, et posons y=cosa. Nous 
aurons 

| ds 
(1) Ta — COS cos a. 


Nous pouvons, si l’on veut, considérer cette équation comme étant celle 
du mouvement d’un point oscillant suivant une ligne droite, s repré- 
sentant le chemin parcouru. 


2. Décrivons une circonférence d’un rayon quelconque OA, de 
centre O, et soient 


AOA’, BOB’ (fig. 4 et 5) deux diamètres rectangulaires; 


t l'angle que le rayon Om fait avec OA; 
: le nombre de circonférences que comprend cet angle; 


72 
a le point de la circonférence OA défini par l'angle a@0A = x. 
Nous rappellerons que l’angle z’, immédiatement supérieur à ¢, et qui 


a le même sinus, est 
U=(4i+i)r—t 
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oy Bee ¢ 


lorsque m se trouve entre A et B; et Fa 


a 


em ra "x 


U=(4i+5)n—t À ss à 


quand m se trouve entre A’ et B.’ 

Soit #, le temps au bout duquel le mobile atteint une position pour 
laquelle sa vitesse est nulle. Si l’on a cos¢, > 0, on doit prendre, tant 
que la vitesse ne change pas de signe ni de sens, 
| ds 


(2) qe = cost — cosa. 


Dans lé cas où cost, serait négatif, il faudrait employer l'équation 


ds 

(a) ap — Cost + cosa, 

qui rentre dans la précédente, en y changeant ¢ en¢+7 et s en —s; 
nous sommes ainsi conduit à supposer cost, > 0, et à faire usage de 
l’équation (2). i 


3. Si cosa=cosé,, on ne voit pas à priori ce qui doit se passer. Il 
est clair que le mobile reste d’abord au repos pour ¢=¢,. Quand on a 
sint, >o, Cost allant en diminuant, le mobile continue à rester au repos; 
cos£ devient ensuite négatif, et alors on doit prendre la formule (2'), 
qui ne sera toutefois applicable qu’à partir du moment où l’on aura 
—cost> cosa, et c’est alors seulement que le mouvement oscillatoire 
continuera. 

Lorsque sinty < 0, cost va en augmentant, et le mouvement a lieu 
sans délai. | 

L’équation (2) donne, en appelant V la vitesse, 


ds à . 
(3) = 7 — Sint —sint — (t — tr) cosa, 


et, en mesurant le chemin parcouru s à partir du point correspondant 
date, 


. » Lt 2 
(4) $= — COS? + cost, — (¢ —- 1 )sint, — cosa ( ) ù 
2 
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Comme pour &=—#, le second membre.de l'équation (2 (2) est positif, 
V croît à partir de zéro et est positif; il atteint son maximum lorsque 
cost = cosa, et enfin devient nul pour la racine ¢,, immédiatement su- 
périeure à 4,, de l’équation 


(5) sin¢, — Sin t — COS&( li — to) — 0. 


De ce que V>0 pour cost = cosa, la position m, de m correspondant 
à ¢= 1, ne peut se trouver qu’au delà du point a. 

Pour une même valeur de 7, mais en faisant varier langle a, ona 

V : 
ue sina(t — ty); 

V croît donc avec « et atteint son maximum lorsque a = 90°; il suit de 
là que, généralement, ¢, est inférieur à la valeur qui correspond à @=90°. 
Car si, pour une certaine valeur de &, V est nul, pour une valeur plus 


grande, V est positif. Dans le cas limite on a sinf, = sint,, et en substi- 
tuant cette valeur dans le second membre de l’équation (3), on obtient 


— cosa(t’,—t,), 


qui est effectivement négatif, comme cela devait étre. 


Premiere oscillation. 


4. Premier cas : sint, >o (fig. 4), ce qui, avec la supposition de 
cost > 0, indique que le point m, de la circonférence correspondant à 
langle 4,, se trouve sur ce premier quadrant AB, et est placé entre a 
et A, puisque cost, > cosa. 

Soient 
m,, a’ les symétriques de m, et a par rapport à B'B; 

a”, a" les symétriques de a’ et a par rapport à AA’; m, correspond à 
(4i+1)x—2°, d'où il suit que m, ne peut se trouver que sur 
l'arc aBm,. 


Si le mouvement oscillatoire continue immédiatement après que l’on 
at=t,, il est défini par la condition (2’), pourvu que 


— cost, > cosa, 
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ce qui exige que la position 72, correspondant à ¢, se trouve entre a 
et m,. Il faut donc pour cela que ¢= 2ir+nm—-a=(2i+i)r—a 
rende V positif, ou que | 


(6) sina — siné, — cosa[(2i+1)r—a—h]>0. 


Si l'on désigne, pour abréger, le premier membre de cette inégalité 
par g, en faisant varier ¢, depuis 277 jusqu’à 277 + @, on a 


de = — cost, + cosa 0. 

dt, 

La fonction 9 de 4, est donc décroissante et sera positive pour ¢,= 277 Si 
tanga >n—a ou a«>>64°, 


et négative pour 4 = 277 +a. Pour toutes les valeurs de « comprises 


entre 64 et 90°, il y a donc une valeur ¢, evi js qui annule 9, et 
lorsque t) < f, la condition (6) est satisfaite. 
On a pour 
a = 64 fie 
70 217% + 24° 
80 2ir + 38° 
85 | 2ir + 65° 
90 21T + 00° 


64° - A , 
Lorsque l'on aura , Sy Ua 64°, le mouvement s’arrétera jusqu au 
0 0 


moment où le point m viendra en a’, et c’est seulement a partir de ce 
moment que commencera la seconde oscillation. 


5. DEUXIÈME cas : sint, < 0 (fig. 5), ce qui, avec cost, > o, indique 
que m, se trouve sur le quatrième quadrant, et, comme cost, > cosa, 
il ne peut être situé qu’entre a” et A. Dans le cas actuel, on a 


t<(4in+5)xr— ty; 


cette limite supérieure correspond au symétrique m, de m, par rap- 
port à BB’. 
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Comme V est maximum en a, le point m, ne peut se trouver que sur 
l'arc aBm,. S'il tombe entre n°, et a’, on a — cost > cosa, et le mou- 
vement oscillatoire continue sans interruption; pour qu’il en soit ainsi, 
il faut que 

i> (2i+2)n+n7+a=(214+ 3)n—a, 


ou que cette limite, substituée 4 ¢, rende V positif, ou enfin que 
sina — sint, — cosa[(2i+ 3)zm—a—t]>o. 


Désignant par + le premier membre de cette inégalité, ona 


dg 
Te, = — COS H + cosa, 
qui est négatif pour toutes les valeurs admissibles de £,, c’est-à-dire pour 
Z(2i + 2)r — 
° £(2i+oa)r 
entre les deux limites ci-dessus. 
Lorsque 


ax 4 û iy 6 
; par conséquent 9 est une fonction décroissante de £, 


1° b—=(21+2)r — a, 


ona 
9 = 2sina— 7 cosa, 


et cette valeur sera positive si 
tanga > = ou «>>5657°30" environ; 


2° tb —=(21+2)T, 


g est positif si 
langa+a>nr ou «>>64°. 
DE ae 
<(2i+2)7 
de ¢, qui annule g, et pour ¢ < ¢, le mouvement oscillatoire n’éprouve 
pas d’interruption, comme pour « > 64°. 


Pour + compris entre 57°30’ et 64°, il y a donc une valeur 
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Lorsque 
É æ—57°30', ona #,—=(2i+2)r —57°30 
60 (27 + 2)m — 22° 
64 (2i+2)r 


9, 
Si m, tombe entre B et a’, on a — cost, < cosa; le mouvement s’ar- 
rête jusqu’au moment où — cos¢= cosa, c’est-à-dire lorsque mest venu 


i 5 = rend V 
en a’. Cette circonstance se présente quand ¢= (27+ 2)m+ > ren 
positif, ou quand 


: T 
1 — sind, — cosa| (2i-+a)n+ 5 — | = 0 


Si le premier membre ¢ de cette inégalité est une fonction décroissante 
<(21+2)T 
>(2i+2)T — 
et négative pour «=o. Elle s’annule pour «= 40°3' environ; de sorte 
que m, se trouve entre a’ et B pour les valeurs de « comprises entre 
40° 30! et 57°30’. 

Pour &< 40°30’, m, tombe entre a et B; cosz, est positif, mais infé- 
rieur à cosa; il y a donc un temps d'arrêt jusqu’au moment où, 7 ayant 
dépassé B, arrive en a’, et c’est seulement alors que commence la seconde 
oscillation. 


En résumé, pour qu'il n’y ait pas d'interruption dans le mouvement, 


: ET a a > 57°30’ 
il faut que « > 64°30’ ou, 1, . 


de #, entre 4 > cette fonction est positive pour & = 90° 


Oscillations successives. 


6. Examinons maintenant ce qui se produit à la fin de la seconde 
oscillation. 


De la formule ( 2’) on tire 


ds : à 
(7) V= a =—sint + sin, — cosa(t — t,). 


ou, en ayant égard à l'équation (5), 


(8) V=—sint+ 2sin¢, — sin, — ({ — t) cosa. 
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: sing, >o sint >o a>64° 
PREMIER cas (fig. 4) : are Sark reread coal en d’autres 
0 1 0 6 


termes, m, tombe entre a’ et mn. 
Soient £, le temps au bout duquel se termine la seconde oscillation 
el m, la position correspondante de m. Ona 


(9) — sin é, + sint, —(t, — t,)cosa =o. 
Si dans l’équation (8) on fait «= 7, + 27, on trouve 
V = 2(siné — sint,) —(t + 27 — ¢,) cosa, 
d'où, en vertu de la relation (5), 
= 2cosa(t; —t— 1)<o. 


Le point m, se trouve ainsi au-dessous de mp, et, à fortiori, d’après 
ce que lon a vu plus haut, m, est-il compris entre a’ et la symétrique m, 
de m,; la quatrième oscillation succède donc immédiatement à la 
troisième. 

Les points m,, m,,... s approchant de plus en plus de a”, il arrivera 
un moment où m,; se trouvera entre a” et a’, et il y aura un arrêt en a” 
entre la 27°” et la (27 +1) oscillation; mais, à partir de ce moment, 
le mouvement prendra un caractère périodique, et il y aura un arrêt 
constant entre une oscillation de rang pair et la suivante. 


sing, >o sind, >o 
cost, >e’ cost,<o 
sont les seules qui subsistent; en d’autres termes, m, tombe en deca 
de a’, et il y a un arrêt en ce point; mais à partir de là tout devient 
périodique. Les oscillations seront donc toutes périodiques et séparées 
l’une de l’autre par un arrêt constant. 


Devuxtime cas : Des conditions précédentes, 


cost, >> 0 Ord x . 
TROISIÈME CAS: .,~ ou <(57°30', où (fig. 5) le point m, 
siné,<o oe 
9 


tombe entre a’ etm). 
Les circonstances se produiront de la même manière que dans le 


premier cas, c’est-à-dire qu’au bout d’un certain temps les oscillations 
de rang pair commenceront à partir de a”, seront identiques et sépa- 
rées des oscillations de rang impair par un arrét constant. 
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Quarritme cas: Des conditions précédentes, les suivantes seules 
subsistent : | 
cost, >0, sint, 0. 
Il y a un arrêt entre la première et la seconde oscillation, puis les 
choses se passent comme dans le premier cas. 


Des oscillations périodiques. 


7. Nous sommes, par ce qui précède, ramenés aux oscillations qui 
ont pour point de départ a’, a” ou a”. Nous choisirons le dernier de ces 
points. 

Reprenons l’équation (5), en y supposant ¢, = 277 — a, si l’on pose 
t, = 21m + 2, nous aurons 


sina — x cosa —=acosa — sing, 


d’où l’on déduit les résultats suivants : 


Ain, fen: 
10°, 207. 
20°, 39°, 
50% Or: 
4o°, 82°, 
50°, 104° 20’, 
60°, 128° 30’, 
70°, 158°, 
80°, 189° 30’, 
90°; 270°. 


Pour que la seconde oscillation succède immédiatement à la pre- 
mière, il faut que l’on ait «>n—«, ce qui n’a lieu qu’à partir de 
a = 60°. Au-dessous de cet angle, on a, pour la durée de l'arrêt 
m—a— ax, entre la premiere et la seconde oscillation, 


150° pour @== 10°, 
P21? 20°, 
89° 30°, 
58° 4o®, 
25° 4o! 50°. 


La seconde oscillation est identique à la première, et ainsi de suite. 
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Pour calculer la durée de la seconde oscillation lorsque a > 5o°, 
nous appliquerons l'équation (9), qui donne, en y faisant 4, — 2èr +2 
Bb 21% 0, 


sinz + 3 COSa = sinx + x cosa, 


> 


pour a=60°, z= 138°, z— x (durée de loscillation)= 9°30’, 
70°, 160°, ( » ) 2°, 
80°, 166° 30’, ( » \ S523? 


La dernière des valeurs de 3 — x étant négative, il en résulte que les 
premières oscillations de rang pair n’existent plus à partir de «= 80°, 
comme pour «= 90°, cas pour lequel le mouvement est continu. 

Les arréts entre les oscillations de rang impair et celles de rang 
pair, mesurées par 7 — 3 + (rm — x) —2n — (3 + 4x), sont: 


pour æœ—6o?, 162°, 
70°, 130°. 


Pour «= 80°, l’arrét entre deux oscillations consécutives est 
(8 2 LE Te Ole. 


Ainsi, au bout d’un certain temps, qui pourra être tres-long si « est 
tres-voisin de go degrés, le mouvement devient périodique; mais deux 
périodes consécutives sont séparées par un arrêt constant. 

En résumé : 

1° Au bout d’un certain temps, dépendant des conditions initiales 
du mouvement, et qui sera d’autant plus long que « différera moins 
de 90 degrés, le mouvement devient périodique; 

2° Au-dessous d’une valeur a, de « comprise entre 5o et 60 degrés, 
deux oscillations sont identiques, mais sont séparées par un arrêt con- 
stant; 

3° Dans les autres cas, on a une série de groupes de deux oscil- 
lations consécutives non identiques; deux groupes successifs sont sé- 
parés par un arrêt constant, qui devient nul lorsque & atteint go de- 
grés. j 

Ces différents résultats sont en désaccord avec ce principe à priori 
posé par Laplace : L'état d’un système matériel dans lequel les influences 


20. 


156 DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE, ETC. 

ae aie. ; or wee ee ee 
des conditions initiales du mouvement ont disparu par suite des résistances 
développées dans ce mouvement est périodique comme les forces qui solli- 


cuent ce système. 
La périodicité, telle qu’elle est comprise dans cet énoncé, ne peut 


avoir lieu que si les résistances sont des fonctions impaires de la 
vitesse. 


SUR LES 


MODIFICATIONS QU'ÉPROUVE LA LUMIÈRE 


PAR SUITE 


DU MOUVEMENT DE LA SOURCE LUMINEUSE ET DU MOUVEMENT DE L'OBSERVATEUR 


(PREMIÈRE PARTIE ); 


Par M. MASCART, 


PROFESSEUR SUPPLÉANT AU COLLÉGE DE FRANCE. 


I. — Introduction. 


La question qui fait l’objet de ce travail a été traitée par la plupart 
des savants quisesont préoccupés des progrès de I’ optique, soit au point 
de vue de la théorie de la lumière, soit au point de vue des observations 
astronomiques. Je n’ai pas la prétention de l’avoir résolue d’une manière 
définitive, mais je rapporterai toutes les expériences que j’ai tentées, 
ne serait-ce que pour épargner une grande perte de temps à ceux qui 
voudraient entrer dans la même voie. Le problème se subdivise natu- 
rellement en plusieurs autres plus simples, dans lesquels on considérera 
le mouvement de la source lumineuse seule, l’observateur étant 
immobile, ou bien le déplacement de l’observateur en présence d’une 
source fixe, ou enfin la combinaison de deux mouvements simultanés. 
Je vais chercher dans un court historique, non pas à passer en 
revue tous les travaux qui ont été publiés à ce sujet, mais seulement à 
mettre en relief ceux qui se rattachent d’une manière plus directe à la 
théorie et à discuter les expériences les plus importantes. 
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Le phénomène de l’aberration des étoiles, le premier dont on ait cher- 
ché à rendre compte, s'explique sans difficulté dans les deux systèmes 
de l'émission et des ondulations, au moins tant qu’on suppose que les 
observations ont lieu dans le vide ou dans l'air, la lumière n’ayant pas 
à traverser de milieux pondérables dans lesquels la vitesse de propa- 
gation éprouverait un changement notable. L’explication devient au 
contraire tres-délicate si la lumière qui nous vient des étoiles subit une 
réfraction, comme cela a lieu dans les objectifs de lunettes ; les obser- 
vations astronomiques apprennent que la direction apparente d’un astre 
est la même quand on la détermine avec une lunette à réfraction, ou un 
télescope à réflexion, ou simplement par la vision directe; c’est là 
un premier point sur lequel toutes les théories devaient s’accorder. Or, 
la théorie de l’émission semble indiquer que la déviation apparente 
imprimée à un rayon de lumière par un prisme réfringent participant 
au mouvement de translation de la Terre doit être différente suivant 
que la lumière incidente se propage dans le sens ou en sens contraire 
du mouvement du prisme ('). Arago a essayé de vérifier cette consé- 
quence en observant des étoiles situées en différents points de l’éclip- 
tique et dont la Terre s’éloigne ou se rapproche en vertu de son 
mouvement de translation, et il est arrivé à cette conséquence que la 
déviation imprimée par un prisme à la [lumière provenant d’une étoile 
n’éprouve aucune modification quand on passe d’une étoile à une 
autre. Cette expérience d’Arago est devenue célèbre par les considé- 
rations remarquables qu’elle a suggérées à Fresnel, mais je erois 
qu’elle n’a été décrite nulle part. Arago lui-même en parle d’une 
manière trop concise (?) dans sa Notice sur Fresnel, sans dire quel était 
le procédé d'observation. La seule indication que je connaisse à ce 
sujet est la phrase suivante de M. Fizeau (*): « En cherchant si la 


(*) Il n’y a lieu de considérer dans tout ce qui suit que l'effet produit par le mouvement 
de translation de la Terre. En effet, d’après les observations de Struve, l’aberration ou le 
rapport de la vitesse de translation de la Terre à la vitesse de propagation de la lumière est 
égale à 21", 445, ou environ +457. La vitesse d’un point de l'équateur due au mouvement 
de rotation de la Terre n’est pas z5 de la vitesse de translation; l'influence qu'elle peut 
exercer est donc inférieure à 35 de l’aberration, et par suite absolument négligeable. 

(*) Œuvres complètes d’ Arago, t. 1, p. 157. 


(*) Annales de Chimie et de Physique, 4° série, t. XIX, p. 211. 
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déviation produite par un prisme achromatique sur la lumière d’une 
étoile est différente lorsque la Terre se meut vers cette étoile ou lors- 
qu’elle s’en éloigne, M. Arago a constamment trouvé que cette 
déviation est la même dans les deux cas. » Or, la vitesse, relative au 
prisme, de la lumière qui provient d’une étoile, ne change pas de plus 
de soy dans les cas les plus favorables ; l'indice de réfraction et la 
déviation elle-même ne peuvent varier, quelle que soit la théorie, que 
de fractions de même ordre, et il parait bien difficile d’apprécier des 
changements aussi faibles avec le seul secours d’un prisme achromatisé. 
Malgré toutes les ressources que donne aujourd’hui l'analyse spectrale, 
ces changements sont encore à la limite de précision des expériences 
lorsqu'il s’agit de la lumière des étoiles; je ne crois pas que l’obser- 
vation d’Arago ait pu être faite dans des conditions assez rigoureuses 
pour avoir une force démonstrative, et la faveur dont elle a joui dans 
la science me parait surtout due à la démonstration qu’en a donnée 
Fresnel. 

Fresnel a fait voir en effet (') que l’on peut rendre l’expérience 
d’Arago, ainsi que le phénomène de l’aberration à travers les milieux 
réfringents, compatible avec la théorie des ondulations, à l’aide d’une 
hypothèse particulière sur Ventrainement de l’éther par la matière 
pondérable. Il avait déjà été conduit, pour expliquer la réfraction, à 
admettre que la densité de l’éther dans un milieu croît avec l’indice 
de réfraction, et que la vitesse de propagation de la lumière est en 
raison inverse de la racine carrée de la densité de l’éther. 

Fresnel assimile ainsi l’élasticité de l’éther, qu’il suppose la même 
dans tous les milieux, à la pression d’un gaz, et applique aux phéno- 
mènes lumineux la formule démontrée par Newton pour la propagation 
des ondes sonores, bien que les vibrations soient dans le premier cas 
transversales, et dans le second cas parallèles à la direction de la pro- 
pagation. Il admet ensuite que, lorsqu'un corps est en mouvement, il 
entraîne avec lui, non pas la totalité de l’éther qu’il contient, mais une 
partie seulement, l’exees de cet éther sur celui qui existe dans le 
même volume du milieu ambiant. 

A l’aide de ces deux hypothèses, on peut trouver l'expression de la 


(*) Œuvres de Fresnel, t. il, p. 627. 
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vitesse de propagation de la lumière dans un milieu mobile, par le 
raisonnement suivant, qui équivaut à celui de Fresnel : 

Soit A la densité de l’éther et V la vitesse de la lumière dans le vide, 
A’ et V'les grandeurs analogues pour un corps dont l'indice de réfraction 
est n. Si ce corps est animé d’un mouvement de translation dont la 
vitesse est u, la masse d’éther en mouvement dans l’unité de volume 
est A’— A, d’après l’hypothese de Fresnel; la quantité de mouvement 
correspondante est (A’— A) uw. La quantité de mouvement serait la 
même si l’éther total du corps se transportait avec la vitesse u’ donnée 


par l’équation 
A’u’=(A'— A) u, 


Ue (:— 5): 
= a 


Si ce corps est parcouru par des ondes lumineuses qui cheminent dans 
le sens ou en sens contraire des déplacements du corps, la vitesse de 
propagation se trouvera augmentée ou diminuée de la vitesse w' de 
transport de l’éther. 

La première hypothèse de Fresnel donne aussi 


d'où 


DE hace 
a te 74 


il en résulte 
(1) w=u(1— 5). 


Les raisonnements et les hypotheses sur lesquels est basée cette 
démonstration ne sont pas à l’abri d’objections, mais la formule parait 
avoir un grand degré de probabilité. 

En s'appuyant sur cette formule, Fresnel a montré que le mouvement 
de la Terre influe sur la réfraction absolue de la lumière dans un prisme, 
mais que le changement de déviation est exactement compensé par le 
phénomène de l’aberration. En d’autres termes: 

« La réfraction apparente dans un prisme mobile est égale à la ré- 
fraction absolue dans un prisme fixe. » 

Cet énoncé est la traduction de l’expérience d’Arago. 

En 1839, M. Babinet a publié dans les Comptes rendus de l’Académie 


= 
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des Sciences (*) une expérience sur laquelle j'aurai l’occasion de revenir 
et qui est décrite dans les termes suivants : 

« J'ai constaté que le mouvement de la Terre n’influe en rien sur la 
vitesse des rayons qui traversent un milieu réfringent entraîné par la 
terre, ou du moins que deux rayons interférents, qui traversent deux 
épaisseurs de verre égales entre elles, mais parcourues par les deux 
rayons dans des sens opposés relativement à la direction de ces rayons, 
produisent les mêmes franges et à la même place que si la Terre eût été 
immobile, ce qui est en opposition directe avec une des explications 
que l’on a données de la fameuse expérience négative de M. Arago, aussi 
bien qu’avec celle que j'avais donnée moi-même dans le Mémoire lu à 
l’Institut le 2 novembre 1829. Ce sera une nouvelle condition à remplir 
pour toutes les théories de la propagation de la lumière dans les milieux 
réfringents. Dans mon expérience, suivant les théories admises ou 
proposées, le déplacement de franges eût été de plusieurs largeurs de 
franges, c’est-à-dire de plusieurs millimètres, tandis que par l’obser- 
vation il a été complétement nul. » 

_M. Stokes (?) est revenu à plusieurs reprises sur l’aberration pour 
montrer que ce phénomène est compatible avec la théorie des ondu- 
lations et l'hypothèse de Fresnel sur l'entrainement partiel de l’éther. 
M. Stokes rend compte de l’expérience négative de M. Babinet à l’aide 
des principes ordinaires et démontre, par des calculs très-simples, que 
les lois de la réflexion et celles de la réfraction dans les milieux uni- 
réfringents ne sont dans aucun cas modifiées par le mouvement de la 
terre. Fresnel n’avait démontré cette propriété que pour un cas parti- 
culier de réfraction, mais sa méthode est facile à généraliser; il ajoute 
d’ailleurs qu’ « on peut s’assurer par un calcul très-simple qu'il doit en 
être de même de la réflexion. » 

L’explication de Fresnel semble avoir reçu une confirmation éclatante 
de l’expérience par laquelle M. Fizeau a démontré en 1851 (*) que la 
vitesse de propagation de la lumière dans l’eau en mouvement est 
augmentée ou diminuée suivant que la propagation s'effectue dans 


(*) T. IX, p. 774. | 
(?) Philosophical Magazine, 3° série, t. XXVII, p. 9; t. XXVIII, p. 76 et passim. 
(*) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LYM, p. 385. 


Annales de l'École Normale. 2° Série. Tome I. 21 
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le sens ou en sens contraire du transport de l’eau. En appliquant les 
raisonnements de Fresnel au calcul du déplacement des franges dans 
les conditions où l'observation était faite, on trouve 0,92 ou 0,42 de 
frange, suivant que l’on suppose que Peau entraine bee totalité de 
l’éther qu’elle contient ou seulement la fraction indiquée par Fresnel. 
Or, M. Fizeau a observé un déplacement de 0,46 de frange, et comme 
on n’a guère de choix qu'entre ces deux hypotheses; on peut consi- 
dérer les principes de Fresnel comme confirmés par | expérience. nen 
tefois, pour étre rigoureux, il faut remarquer que l'expérience n’a 
fait que vérifier que l'entraînement des ondes par les milieux en mou- 
vement est conforme à la formule (1) et que l’on peut substituer aux 
hypothèses de Fresnel toute autre hypothèse qui conduira finalement 
soit à la même formule, soit à une autre peu différente. Dans tous . 
les cas, les conséquences que Fresnel a déduites de sa théorie se trou- 
vent confirmées, et il semble en résulter que la réflexion et la réfraction 
seront impuissantes à mettre en évidence le mouvement de translation 
de la terre ('). 

M. Hoek a fait tout récemment une expérience (?) qui lui parait 
démontrer que la formule de Fresnel est exacte à moins de -& près. 
L'appareil se compose de deux lunettes identiques à celles que 
M. Fizeau a employées dans l'expérience qui précède. Entre les deux 
est disposé, de manière à n’intercepter que la moitié du faisceau lumi- 
neux, un tube renfermant une colonne d’eau. Les rayons partis d’une 
fente traversent une lame transparente, puis l'objectif de la première 
lunette, vont se réfléchir sur le miroir de la deuxième et reviennent, 
après s'être réfléchis sur la lame transparente, former une image de la 
fente. Les deux moitiés du faisceau total ont, comme on le voit aisément, 


(') Toutes ces questions sont très-délicates et ont souvent conduit à des interprétations 
contradictoires. Ainsi M. Huggins ( Annales de Chimie et de Physique, t. XV, p. 495) a 
observé que la raie F du spectre de Sirius n'est pas située rigoureusement au même points 
que la raie correspondante dans les autres spectres d’étoiles ou de sources terrestres, et i] 
a attribué ce déplacement au mouvement relatif de Sirius et de la Terre. Je crois que 
linterprétation de M. Huggins est exacte, mais il importe de remarquer qu'elle est con- 
traire à la formule de Fresnel et à l'expérience d’Arago, d’après lesquelles le mouvement de 
la Terre serait sans influence. 

(?) Archives néerlandaises, t. Ml, p. 180 (1868). 
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traversé l’eau en sens contraires; si donc la colonne liquide est parallèle 
à la direction du mouvement de la Terre, les deux faisceaux pourront 
avoir éprouvé des retards différents et produire des effets d’interférence 
que l’on apercevra en examinant avec un spectroscope l’image de la 
fente produite par le concours des rayons. L'expérience indique que les 
rayons sont en parfaite concordance, ce qui permet d'établir une 
relation entreles retards éprouvés par les deux faisceaux, suivant le sens 
dans lequel ils ont traversé le liquide qui participe au mouvement de 
la Terre; or la formule de Fresnel satisfait pleinement à cette condition. 
Je ne rapporte pas les calculs de M. Hoek, parce que l'expérience me 
paraît devoir être interprétée d’une manière un peu différente, à cause 
de cette circonstance que l’on opère avec une source terrestre; j’y 
reviendrai plus tard. 

La compensation qui doit se produire dans les expériences précé- 
dentes, d’après la théorie de Fresnel, n’a pas lieu nécessairement 
pour tous les phénomènes d’optique. D’autres effets dépendent de 
l’indice de réfraction, par exemple la rotation qu’une lame à faces 
parallèles imprime au plan de polarisation d’un rayon lumineux qui la 
traverse dans une direction différente de la normale. Si l'indice de 
réfraction augmente, la rotation du plan de polarisation est modifiée ; 
si le changement de l'indice est dû au déplacement de la lame, il ne 
paraît pas qu’il doive se produire dans la rotation du plan de polari- 
sation une compensation analogue à celle qui avait lieu pour la 
direction apparente du rayon réfracté. En d’autres termes, la rotation 
du plan de polarisation doit dépendre de l'indice de réfraction absolue, 
non de l'indice apparent, et si l’on multiplie l’effet en employant une 
série de piles de glace convenablement disposées, on pourra mettre en 
évidence un changement dans la rotation selon que l’observateur, par 
suite du mouvement de la Terre, marchera vers la source de la lumière 
ou dans la direction opposée. Tel est le principe d’une expérience 
entourée de difficultés pratiques, par laquelle M. Fizeau (*) a essayé 
de mettre en évidence le mouvement de translation de la Terre. Les 
moyennes des observations ont indiqué, en effet, un changement de 


(') Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LVUI, p. 129. 
oye 
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rotation dans le sens prévu par la théorie et avec une valeur de même 
ordre que celle qui résultait du caleul. 

M. Babinet, à qui l’on doit l'explication élémentaire des phénomènes 
remarquables que présentent les réseaux, a montré aussi le premier (") 
que le mouvement du réseau produit un changement appréciable dans 
la déviation des rayons diffractés ou paragéniques. Dans ce cas, il se 
trouve heureusement que l’aberration produite par le déplacement de 
la lunette s'ajoute au changement de déviation absolue produit par le 
mouvement du réseau, de sorte que, loin d'établir une compensation, le 
phénomène de l’aberration exagère l’effet que l’on veut apprécier. En 
disposant convenablement l'expérience, le changement de direction 
que l’on doit mettre en évidence peut être égal à 


4 atang 0, 


expression dans laquelle a désigne l’aberration, et 0 la déviation de la 
lumière considérée à travers le réseau en repos. Or, il n’est pas 
impossible, comme on le verra plus loin, d’observer des spectres de 
diffraction tres-intenses à une distance de 45 degrés de la direction des 
rayons incidents; on voit done que l’angle qu’il s’agit d’apprécier 
peut étre de 

ESC 20 445 81759; 


c’est-à-dire de plus d’une minute. Il suffirait alors d'appareils de mesure 
d’une précision très-ordinaire, pour constater ce déplacement. 

M. Angstrom (?) et M. van der Willigen (*) sont parvenus, chacun 
de leur côté et par des méthodes un peu différentes, au même résultat 
que M. Babinet. M. Angstrém a fait aussi un certain nombre d’expé- 
riences dans lesquelles il a cherché à mesurer le déplacement dont il 
s’agit, et il a cru constater un déplacement d’environ ro secondes, 
parfaitement conforme à celui qu’indiquait le calcul. Toutefois M. Angs- 
trom ajoute que la question ne lui paraît pas suffisamment élucidée 
au point de vue des considérations théoriques. 


(") Sur la paragénie (Cosmos, 13 et 20 octobre 1864). 
(*) Pogg. Annalen, t. CXXIII, p. 500 (1864). 
(*) Archives du Musée Teyler, vol. 1, fascicule 1 (Harlem). 


® 
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Dans tout ce qui précède on a supposé implicitement, et c’est ainsi 
que les expériences de M. Fizeau et celles de M. Angstrém ont été 
réalisées, que l’on fait réfléchir la lumière solaire dans la direction 
est-ouest ou dans la direction opposée, en profitant de l'heure (midi) à 
laquelle le mouvement de translation de la Terre est le plus voisin 
d’être perpendiculaire au méridien. C’est cette lumière réfléchie que 
l’on utilise, par exemple, en la faisant tomber sur un réseau situé dans 
le plan du méridien (‘). On verra plus loin l'importance de cette 
observation. 

Enfin Déppler (?) a fait faire un grand pas à la question en remar- 
quant que le mouvement de la source de lumière modifie la longueur 
d’ondulation. On conçoit aisément que, si une source vibrante est en 
mouvement, les ondes successives seront plus resserrées en avant, plus 
écartées en arrière, et conserveront à droite et à gauche les mêmes 
distances que si la source était en repos. Le déplacement de la source 
équivaut donc à un changement de ton ou de couleur de la lumière, et 
Doppler a cru pouvoir expliquer ainsi par le mouvement des astres la 
coloration des étoiles changeantes et des étoiles doubles. Il est facile de 
montrer que cette théorie ne peut pas rendre compte de la couleur des 
étoiles, mais la modification produite sur la longueur d’onde ne paraît 
pas douteuse. La théorie s’applique d’ailleurs tout aussi bien aux 
vibrations sonores, et cette conséquence a été confirmée par les 
expériences de M. Buys-Ballot (*), M. Scott Russel et M. Fizeau (*). 
Un son paraît plus aigu quand le corps vibrant s’approche de l’ob- 
servateur et plus grave quand il s'éloigne; les mêmes phénomènes se 
produisent quand l’observateur se rapproche ou s'éloigne du corps 


(‘) A l’époque des solstices, le mouvement de la Terre à midi et à minuit est perpendi- 
culaire au méridien. Aux équinoxes, la vitesse de translation de la Terre aux mêmes heures 
fait avec la normale au méridien un angle inférieur à 23°30’ dont le cosinus est 0,9171. La 
composante perpendiculaire au méridien de la vitesse de la Terre diminue donc de moins 
de ;4; dans le cours d’une année, et il n’y a pas à se préoccuper beaucoup de la date des 
expériences. 

(2) Abhandlungen der Kônigl. Bohm. Gesellschaft der W issenschaften, V. Folge Bd 2 
(1842). 

(*) Pogg. Annalen, t. LXVI, p. 321. 

(‘) Annales de Chimie et de Physique, 4° série, t. XIX, p. 211. 
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sonore. M. Fizeau a émis aussi dès 1848 l’idée que les considérations 
de Doppler pourraient conduire à la mesure de la vitesse absolue des 
étoiles par le déplacement des raies du spectre ; je n’ai pas besoin de 
rappeler les travaux nombreux et importants qui ont été publiés sur 
cette question depuis quelques années. 


IT. — Prenuères expériences. 


Avant d'exposer aucune théorie, je vais rapporter quelques expé- 
riences qui m’ont conduit à modifier en plusieurs points importants 
les idées généralement adoptées sur l’emploi de la lumière solaire et 
de celle des sources terrestres. Comme j'avais à ma disposition des 
réseaux d’une grande perfection, j'ai cherché d’abord à vérifier par 
expérience la théorie de M. Babinet, ainsi que M. Angstrôm l'avait fait 
déjà; mais j'ai rencontré dès le début des difficultés et des circonstances | 
inattendues qui m’amenerent peu à peu à multiplier et à varier les 
procédés d'observation. 

Les déplacements qu’il s'agissait de mettre en évidence ne devaient 
pas atteindre 1 minute dans les cas les plus favorables, et provenaient 
de la différence de deux angles tres-grands; il était done nécessaire de 
recourir à des instruments très-précis. Les goniomètres ordinaires, 
dont la lunette a une longueur focale de 25 à 30 centimètres, donnent 
habituellement to secondes par les verniers et permettent quelquefois 
d'évaluer une demi-division, c'est-à-dire 5 secondes; cette précision ne 
m'a pas paru suffisante. Le cabinet du Collége de France possède un 
grand théodolite construit en 1854 par Brunner sur les indications de 
M. Regnault et disposé de manière à permettre l'observation de tous 
les phénomènes d'optique. Le cercle divisé de cet instrument a 35 cen- 
timetres de diamètre; les verniers donnent directement 3 secondes et 
permettent d'estimer des angles un peu plus petits; les objectifs des 
lunettes ont 55 centimètres de longueur focale et 55 millimètres de 
diamètre. L'une des lunettes a été munie d’une fente et adaptée à 
l'instrument à la manière des collimateurs de spectroscopes. 

Les réseaux dont je me servais alors étaient deux réseaux de Nobert 
tracés sur verre au diamant; l’un d’eux porte 1801 traits, l’autre 3601; 
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le premier appartient à l’École Polytechnique, le second à |’ Association 
Scientifique; les traits ont 15 millimètres de longueur et couvrent un 
espace de 6%%,77 de largeur. 

Je me suis aperçu après coup que les éléments que j'avais entre les 
mains étaient loin de répondre à la précision que j'avais d’abord 
espérée. La largeur du réseau n’étant que de 6™™,77, la lumière 
diffractée dans une direction déterminée ne couvrait que le + de la 
largeur totale de l'objectif et moins que le 4 du diamètre qui donne le 
pouvoir optique maximum, l’expérience ayant montré que la lunette 
gagne à être un peu diaphragmée; de sorte que le pouvoir optique 
utilisé n’était pas le 4 du pouvoir optique maximum de la lunette. II 
aurait fallu pouvoir employer un réseau divisé sur une largeur égale à 
celle de l’objectif; je n’ai pas besoin d’insister sur la difficulté d’obtenir 
un pareil instrument. Cependant MM. Brunner construisentactuellement 
des réseaux tout à fait comparables à ceux de Nobert, et j'espère qu’ils 
parviendront à leur donnerles dimensions qui m’eussent été nécessaires. 
Quoi qu'il en soit, les spectres de diffraction obtenus dans les conditions 
que je viens d’indiquer étaient tres-dispersés, mais les raies étaient un 
peu moins nettement découpées que si l’on eût employé une lunette 
plus courte et un grossissement plus faible. 

L'expérience étant faite vers midi, le collimateur était dirigé vers 
l’ouest, par exemple, et le réseau placé normalement à l’axe du colli- 
mateur. On faisait réfléchir lalumière solairesuivant l’axe du collimateur, 
de l’ouest à l’est, et l’on mesurait la double déviation d’une raie bien 
nette, du groupe D ou du groupe b, dans le premier spectre du réseau, 
à 3601 traits ou, dans le second spectre du réseau, à 1801 traits. (Le 
premier réseau étant bien inférieur au second, je ne citerai que les 
nombres relatifs au dernier). Le collimateur était ensuite dirigé vers 
l'est et l’on recommençait la même mesure sur la même raie; puis l’on 
revenait à la direction primitive, de manière à obtenir une série de 
résultats alternatifs pour éliminer les causes d’erreurs accidentelles. 
Le réseau était le plus souvent normal aux rayons incidents, ce qui 
correspond à un cas où la théorie est plus simple; mais dans d’autres 
expériences on a mesuré la déviation minimum et les résultats ont été 
les mêmes. La déviation de la raie D dans le cas précédent était 
d'environ 18 degrés dont la tangente est 0,3249. La double déviation 
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aurait dû, d’après M. Babinet, éprouver un changement de 
4 x 20”,445 X 0,3249 = 26”,57. 


Or, l'expérience n’a donné entre les deux séries de mesures relatives 
aux deux directions est et ouest que des différences qui variaient d’une 
manière irrégulière, tantôt en plus, tantôt en moins, et de même ordre 
que celles qui se manifestaient dans les nombres d’une même série. 
Malgré tous les soins, les différences extrêmes dans une même série 
atteignaient quelquefois 15 secondes ; dans d’autres cas plus rares, elles 
n'étaient plus que de 8 secondes, chacune des mesures ne s’écartant 
au plus de la valeur moyenne que de 4 secondes. Ces petits écarts 
s'expliquent aisément par diverses circonstances. Les raies n’avaient 
pas la netteté qu’on leur voit habituellement dans des spectres moins 
dilatés; l'expérience que je rapporte étant faite pendant l'été (août 
1869), la lumière solaire qui pénétrait dans la chambre noire et la 
présence prolongée de l’observateur dans le voisinage du théodolite 
pouvaient y causer des variations de température et des dilatations 
inégales ; enfin, les grandes dimensions de l’appareil le rendaient 
trop sensible aux trépidations extérieures. En tout cas, il parait difficile 
qu'une différence de 26 secondes ait pu échapper, surtout dans une 
moyenne de 15 ou 20 expériences alternatives, parce que cette diffé- 
rence est supérieure à tous les écarts des mesures individuelles. 
Toutefois, avant de conclure, il m’a paru nécessaire de modifier la 
méthode expérimentale, parce que les erreursrestaient demême ordre 
de grandeur que la quantité qu’il s'agissait de mettre en évidence. 
Comme cette quantité est très-petite, j'ai cherché à l’observer directe- 
ment au lieu de la déduire comme différence de deux mesures indépen- 
dantes. Le théodolite a été placé sur une table solide qui pouvait 
tourner autour d’un axe vertical. Le support de cette table était un 
manchon en fonte, de 15 centimètres de diamètre extérieur, terminé 
par deux plates-formes de 30 centimètres de diamètre; la plate-forme 
supérieure portait la table, la plate-forme inférieure reposait sur une 
plaque de fonte parfaitement dressée. La table pouvait tourner douce- 
ment et sans secousses sous la simple pression du doigt, même quand elle 
était chargée du théodolite; il ne se produisait done ni flexions ni 
vibrations. On vérifiait d’ailleurs que, la lunette étant pointée sur le 
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collimateur, on pouvait faire tourner l'appareil en bloc dans une direc- 
tion quelconque, sans produire aucun dépointement. L'expérience est 
maintenant très-simple. 

Le collimateur étant dirigé vers l’ouest à midi, et le réseau placé 
normalement à l’axe du collimateur, on fait réfléchir la lumière solaire 
dans la direction voulue et on pointe la lunette sur une raie d’un spectre 
de diffraction. L'appareil étant fixé dans cet état, on tourne la table de 
180 degrés, le collimateur se trouve dirigé vers l’est et on le fait tra- 
verser par de la lumière solaire. Si le mouvement de la Terre a de l’in- 
fluence, la raie que l’on a visée ne doit plus se trouver sur le réticule 
de la lunette. 

Le dépointement, s’il existe, doit être double du changement de 
déviation simple ou moitié du changement de double déviation; ce 
serait pour la raie D, dans le cas de l'expérience précédente, un dé- 
placement de 13 secondes. Cette quantité est moitié moindre que celle 
qu'on avait à évaluer dans la premiere méthode, mais, au lieu de 
faire quatre mesures à l’aide de huit lectures sur les verniers, il suffit 
de constater si le réticule se maintient exactement au milieu d’une 
raie, observation qui comporte une extrême rigueur. Cette manière 
d'opérer n’exige pas, comme on le voit, l'emploi d'un cercle divisé. 

L'expérience a été faite un très-grand nombre de fois, les obser- 
vations à l’est et à l’ouest se succédant rapidement, car il suffisait 
qu’un aide tournat un miroir pour que la lumière fut réfléchie dans 
l'appareil vers l’est ou vers l'ouest; on a visé des raies du second, du 
troisième et du quatrième spectre du réseau à 1801 traits et le résultat 
a été constamment négatif. On voyait bien de temps en temps de petits 
dépointements du réticule, mais il était facile de s'assurer qu’on devait 
les attribuer à des causes accidentelles, car ils se conservaient dans les 
observations suivantes, et il suffisait de rétablir le fil au milieu de la 
raie considérée pour constater que le pointé se conservait rigoureu- 
sement pendant cing ou six inversions de l’appareil dans les deux direc- 
tions opposées. 

Je rapporterai plus loin une expérience dans laquelle il est plus 
facile de se rendre compte du degré-de précision que comporte cette 
observation du dépointement; mais, sans discuter l’expérience actuelle, 
il ne paraît pas douteux qu’un déplacement de 5 secondes ne fut pas 
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resté inaperçu, et cela suffit pour montrer que l'explication de M. Babinet 
est insuffisante, On peut dire, je crois, que les rayons solaires éprouvent 
la méme diffraction dans un réseau quand on les amène par la réflexion 
à marcher dans le sens ou en sens contraire du mouvement de translation 
de la Terre. 

J'ajoute que la diffraction de la lumière solaire est la même que celle 
d’une source terrestre de même période. On verra plus loin que cette 
conséquence résulte de l'énoncé qui précède, mais je m'en suis assuré 
par expérience. 

La moitié de la fente du collimateur a été couverte par un prisme 
rectangle de 45 degrés, qui recevait la lumière solaire et la réflé- 
chissait dans le collimateur. L'autre moitié de la fente était éclairée 
directement par de puissantes étincelles d’induction produites entre 
deux fils de magnésium; les raies vertes de ce métal correspondent, 
comme on sait, à trois raies du groupe b du spectre solaire. On avait 
ainsi dans la lunette deux spectres de diffraction superposés. Cela étant, 
le collimateur a été dirigé vers l’est, vers l’ouest ou vers le sud, à une 
heure quelconque de la journée, et l’on n’a pu apercevoir le moindre 
défaut de coincidence entre les raies brillantes du magnésium et les 
raies obscures correspondantes du spectre solaire. Je citerai encore 
plus tard une autre expérience plus rigoureuse que celle-ci, mais cha- 
cun peut se faire une idée de l’exactitude avec laquelle on peut con- 
stater ces sortes de coincidences, et je me suis cru autorisé à énoncer 
la proposition suivante : 


Dans les phénomènes de diffraction, la lumière solaire réfléchie dans 
une direction quelconque se comporte exactement comme celle d'une source 
de lumière terrestre de méme période. 


J'ai cherché ensuite à rendre compte par la théorie de ce résultat inat- 
tendu; je crois que l'explication se trouve dans cette simple circonstance 
que les miroirs sur lesquels on fait réfléchir la lumière solaire parti- 
cipent nécessairement au mouvement de la Terre, et que ce déplacement 
de la surface réfléchissante modifie la longueur d’onde de la lumière 
réfléchie. D’un autre côté, la longueur d’onde de la lumière émise par 
une source terrestre dépend aussi de l'angle que fait la direction de la 
propagation avec le déplacement de la Terre, et il se trouve que la 
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lumière solaire réfléchie et celle d’une source terrestre éprouvent exac- 
tement les mêmes effets. 

A la suite de cet insuccès, j'ai été conduit à passer en revue la plupart 
des phénomènes d’optique et à chercher quels sont ceux d’entre eux 
sur lesquels le mouvement de la Terre peut avoir une influence appré- 
ciable. Il n’y a guère qu’un genre d'expériences que je n’aie pas tenté : 
c'est celle quia été imaginée et réalisée par M. Fizeau sur la rotation 
du plan de polarisation par les piles de glace; il ne m’appartenait pas 
de répéter cette expérience, et les difficultés considérables qu’elle pré- 
sente, tant théoriques que pratiques, auraient suffi, à défaut d'autre 
motif, pour me faire hésiter à l’entreprendre. Pour rendre plus facile 
la lecture de ce Mémoire et éviter de renvoyer à des sources étran- 
geres, je vais reprendre maintenant la question d’une manière complete; 
je rappellerai brièvement les démonstrations qui me paraissent bien 
établies, et je décrirai les différentes expériences à propos des théories 
auxquelles elles se rapportent. Dans cette première Partie, je ne m’occu- 
perai pas des phénomènes dans lesquels il y a lieu de faire intervenir 
le déplacement d’un milieu réfringent; je me bornerai, pour la théorie 
du moins, à l’examen des changements de longueur d’onde produits 
par le mouvement des sources de lumière, à l’étude de l’action des 
miroirs mobiles et à celle des phénomènes de diffraction. Dans tous ces 
cas, les principes sur lesquels on s'appuie ne paraissent pas douteux 
et les conséquences sont rigoureuses. Au contraire, dans l’étude des 
effets de réfraction, que je remets à une deuxième Partie, il faut avoir 
recours à l'hypothèse de Fresnel, et les raisonnements sont beaucoup 
plus difficiles. 

On verra que dans la plupart des cas, en particulier pour ceux de 
diffraction, les effets que l’on recherche seraient beaucoup plus marqués 
si l’on pouvait employer une source de lumière fixe, comme celle d’une 
étoile. Quelques-unes de ces expériences me paraissent réalisables, mais 
il faudrait pour cela des ressources d’appareils et d'installation dont je 
n’ai pas encore pu disposer, 
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Il. — Influence du déplacement d'une source de lumière 
sur la longueur d'onde des rayons qui se propagent dans 
différentes directions. 


Considérons une source S (fig. 1) de lumière homogène placée dans 
le vide; désignons par T la période de vibration et par V la vitesse 
de propagation. Si la source est fixe, les vibrations produites à deux 
époques distantes d’une période sont parvenues au bout d’un certain 
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temps ¢ a des points A et B dont les vibrations sont identiques, et dont 
la distance est égale a VT, l’espace parcouru par la propagation pendant 
une période; cette distance est la longueur d’onde À de la lumière. 
Mais si la source se meut avec une vitesse wz parallèle à la direction 
considérée SA, elle parcourt l’espace SS’ = wT pendant une période, 
de sorte que l'onde qui devait se trouver en B au bout du temps z est 
parvenue en B’ à la distance BB‘= SS’= wT; les deux points A et B’ 
sont maintenant en vibrations concordantes, et la nouvelle longueur 2’ 
est devenue 


Fig. 1. 


i AB AD BB (Ve— u)T=VYT (1— v)? je (x ¥): 


De même, dans une direction opposée à celle du déplacement de la 
source, la longueur d’onde }” est devenue 


17 — 1 +- = 
,— V 


Si l’on considère la propagation dans une direction perpendiculaire à 
celle du déplacement de la source, on voit aisément que la longueur 
d’onde n’est pas modifiée, et enfin, dans une direction quelconque, le 


das 
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changement de longueur d’onde est dû à la composante du Débiasement 
de la source parallèle à la direction considérée. 

Cette démonstration de Doppler a été adoptée par tous les physiciens, 
mais il importe de remarquer qu’elle ne s'applique exactement qu’au 
cas où la propagation a lieu dans le vide, car en écrivant que BB’ est 
égal à SS’, on suppose implicitement que la vitesse de la propagation 
de la lumière est indépendante de la longueur d'onde, c’est-à-dire qu’il 
n'y a pas de dispersion dans le milieu que l’on considère. Sauf cette 
restriction, la théorie est presque évidente et s'applique sans difficulté 
au déplacement des étoiles. 

Des phénomènes analogues se produisent à la surface de la Terre. Une 
source de lumière terrestre, un corps qui subit une transformation 
chimique, par exemple, participe en même temps au mouvement de la 
Terre. Si cette source de [lumière est située dans lair, on peut encore 
appliquer le calcul qui précède, car l’indice de réfraction des gaz est 
tellement voisin de l’unité, que l’influence de la matière pondérable est 
alors absolument négligeable ;- le changement de longueur d’onde a 
lieu comme si la source était dans le vide. Si donc on désigne par a 


l’aberration ou le rapport + de la vitesse de translation de la Terre à la 


vitesse de propagation de la lumière dans le vide, la longueur d’onde 

de la lumière émise dans la direction du mouvement de la Terre sera 
V=A(1— a) 

et celle de la lumière qui se propage dans la direction opposée 
M>=i1(1+ a). 


À désigne ici la longueur d’onde que produirait dans l'air la source 
considérée, si elle était en repos. 


IV. — Réflexion sur un miroir mobile. 


Direction de la lumiëre réfléchie. — W n’y a lieu de chercher l'in- 
fluence du déplacement d’un miroir sur les lois de la réflexion que 
dans le cas où l’observateur est animé du même mouvement que le 
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miroir, c’est-à-dire dans le cas du mouvement de translation de la 
Terre. Pour calculer cette influence sur les lois de la réflexion et de 
la réfraction, M. Stokes suppose que l’on imprime à l’éther et au 
miroir ou au milieu réfringent une vitesse égale et contraire à celle 
de la Terre; mais celte manière d'envisager le probleme ne me parait 
pas simplifier les raisonnements, et la démonstration est tout aussi 
rapide quand on sait exactement la marche indiquée par Fresnel fide 

1° Supposons d’abord que le mouvement de la Terre soit parallèle 
au plan d'incidence et à la surface réfléchissante. Soient SA et SB 
( fig. 2) deux rayons incidents qui tombent sur le miroir à deux époques 


distantes d’une unité de temps. On sait que, pour construire le rayon 
réfléchi, il suffit de décrire du point A comme centre une sphere d’un 
rayon égal à V et de mener par le point B un plan tangent à cette 
sphere; la droite AM’, qui joint le point A au point de contact, est le 
rayon réfléchi. D’ailleurs le plan tangent BM’ n’est autre chose que 
l’une des ondes réfléchies, de même que le plan tangent en M est une 
onde incidente. Les rayons incident et réfléchi MA et AM’ sont nor- 
maux aux ondes correspondants, et l'angle d'incidence z est égal à 
l’angle de réflexion r. Mais si le miroir est mobile, comme nous l'avons 
supposé, suivant la direction AB, pendant que la vibration a été de A 
en M'en suivant le rayon réfléchi, le point A du miroir est venu en A”, 
de sorte que, par rapport au miroir et à tous les objets qui se meuvent 
avec lui, la direction apparente du rayon réfléchi est A’M’, et l'angle 
apparent 7’ de réflexion est M'A’N’. De même, pendant que la vibra- 
tion incidente est venue de M en A, le point A’ du miroir est venu 
aussi au point A, la direction apparente du rayon incident est MA’ et 


(") Voir les Leçons autographiées de Verdet à l'École Normale supérieure. 
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langle apparent i’ d'incidence est MA’N’. Comme les deux chemins A’A 
et AA” sont égaux, l'angle apparent de réflexion est encore égal à 
angle apparent d'incidence. Il faut seulement remarquer que les di- 
rections apparentes des rayons incident et réfléchi ne sont plus nor- 
males aux ondes correspondantes; la même chose aura lieu dans pres- 
que tous les cas. 

2° Si le mouvement de la Terre a lieu suivant la droite A’A” (fig. 3) 
perpendiculaire au plan d’incidence, la direction apparente du rayon 


Fig. 3. 


incident est encore MA’ et celle du rayon réfléchi A’M’. Les deux plans 
d'incidence apparente MA‘N’ et de réflexion apparente N’A’M’ sont 
parallèles entre eux par raison de symétrie, et les angles d’incidence 
et de réflexion apparentes 7’ et 7’ égaux entre eux. 

3° Supposons le mouvement de la Terre paralléle aux rayons inci- 
dents, de sens contraire par exemple. Soient SA et SB (fig. 4) deux 


rayons incidents qui tombent sur le miroir à des époques distantes 
d’une unité de temps. Le miroir se trouve en AB quand il est frappé 
en A par le premier rayon, en A’B’ quand il est frappé en B par le 
second, et l’ona 

AA’= BB'— u. 


Le rayon réfléchi s’obtiendra en menant par le point B’ un plan tan- 


176 - MODIFICATIONS QU'ÉPROUVE LA LUMIERE 


gent à la sphère décrite du point A avec un rayon égal à V. Les rayons 
incidents, apparent et réel, se confondent; le rayon réfléchi réel est AM’, 
le rayon réfléchi apparent est A’M’. Comme les angles de réflexion 
apparente et réelle r’ et r diffèrent très-peu, on obtient, en considé- 
rant le triangle A A’M’, la relation 


! 


; A ANS es 
Per Tr sin(t+r), 


‘ 


| ANR ARERE 
ou, en remarquant que le rapport <7 est égal a l’aberration a, 
(1) r’—r=asin(i+r). 


Si l’on abaisse du point A la perpendiculaire AP sur le rayon SB, la 
longueur PB’ est égale a V. Le triangle APB donne 


V -+u= ABsini =(AC+ CB) sini. 
Les deux angles AM’C, B'CB donnent aussi 


Vv sae 
Cet et CR ee ee 
sinr sinr 


On obtient, en substituant ces valeurs dans l’équation précédente, 
(2) (1+a)sinr=sini[r —acos(i+r)]. 


Les équations (1) et (2) montrent que les différences qui existent 
entre les angles 7’, r et i sont de l’ordre de l’aberration a; on pourra 
donc remplacer r et r’ par z dans tous les termes qui contiennent a en 
facteur, et les équations (1) et (2) peuvent s’écrire 


(1) sinr’= sinr+ asin2i cosi, 


(ay sint = sinr-+ a(cos2isini+ sint). 


Comme les seconds membres sont égaux, il en résulte que 7’ = i; 
langle apparent de réflexion est égal à l’angle d'incidence. 

4° Enfin, si le mouvement de la Terre a lieu dans une direction 
quelconque, on pourra le remplacer par trois autres parallèles aux 
trois directions considérées déjà, chacun de ces mouvements partiels 
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T= 1(14 5 0059): 


Le miroir se comporte donc comme une source de lumière de pé- 
riode T’, c’est-à-dire émettant à l’état de repos des vibrations dont la 
longueur d’onde serait 


u 


Me Va SS (+ v cose) 


Il faut tenir compte maintenant du déplacement du miroir pour 
évaluer la longueur d’onde À, de la lumière réfléchie. En désignant 
par 9’ l’angle que fait la vitesse du miroir avec la normale AC aux 
ondes réfléchies dans le sens de la propagation, on aura, d’après ce 
quia été dit plus haut (p. 173), 


As =A (1 ÿ cose"), 


ou bien, en remplaçant À, par sa valeur et négligeant les termes qui 


7 u 
renferment le carré de v? 


ha =) + = A(coSg — cosy’). 

On voit aussi que la direction absolue BA du rayon incident est nor- 
male aux ondes incidentes, tandis que la direction apparente BA, fait 
u 


7? il en est de méme 


avec la normale un angle de l’ordre du rapport 


pour les rayons réfléchis absolu ou apparent. 


Application a la lumiere solaire. — Il résulte du calcul précédent 
que la lumière solaire réfléchie dans une direction quelconque par un 


miroir qui participe au mouvement de la Terre est identique à celle 
23 
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qu’émet dans la même direction une source terrestre de même période. 
En effet, comme le mouvement de la Terre est sensiblement circulaire, 


D , u, 
langle 9 est toujours très-voisin de go degrés, et, le rapport ;; étant 


alors égal à l’aberration, la formule devient 
À == À — a) cos?. 


Si le miroir se déplace dans le sens ou en sens contraire du mouve- 
ment de la Terre, l'angle y’ est égal à zéro ou à 180 degrés, et la ton- 
gueur d’onde de la lumière réfléchie devient alors X(1— a) ou A(1+ a). 
Ces formules sont précisément celles auxquelles on arrive, en considé- 
rant l'influence du mouvement de la Terre sur les ondes d’une source 
terrestre. Il en résulte donc cette conséquence importante : 

« Au point de vue de l'influence que peut exercer le mouvement de 
la Terre sur les phénomènes d’ optique, la lumière solaire réfléchie dans 
une direction quelconque se comporte exactement comme celle d’une 
source terrestre de même période. » 

Il ne faut pas conclure de ce théorème qu'il n’y ait aucune expé- 
rience à tenter pour mettre en évidence le mouvement de la Terre, 
mais nous verrons que les phénomènes de diffraction sont impuissants, 
comme ceux de réflexion. On ne peut espérer un effet appréciable qu’en 
faisant intervenir le milieu réfringent et la théorie présente alors beau- 
coup moins de certitude. 

Les mêmes conséquences s’appliquent aux planètes, qui n’ont pas de 
lumière propre et nous réfléchissent la lumière solaire ('). Les trajec- 
toires des planètes étant sensiblement circulaires, la lumière que cha- 
cune d’elles réfléchit dans une direction quelconque a la même lon- 
gueur d’onde que si la planète était une source de même période que 
le Soleil. Il en résulte des déplacements de raies qu’il ne paraît pas 
impossible de constater par expérience, et, pour éclaircir cette théorie 
par quelques exemples, je vais en faire l’application aux principales 
planètes, bien que des calculs analogues aient déjà été faits par divers 


ee 


(") M. Fizeau avait admis implicitement cette proposition (Comptes rendus de L'Académie 
des Sciences, 16 mai 1870). 
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étant sans influence sur les lois de la réflexion, et il en sera de même 
pour le mouvement résultant. 

On en conclut donc que, dans tous les cas, le mouvement de trans- 
lation de la Terre n’a pas d’influence sur les lois de la réflexion, du 
moins en ce qui concerne la direction des rayons incidents et réfléchis. 

Le raisonnement s'applique, bien entendu, à une source de lumière 
quelconque, fixe ou mobile, puisqu'il est indépendant de la longueur 
d'onde des rayons incidents. 


Modification de la longueur d’onde par la réflexion. — Le changement 
de longueur d’onde produit par la réflexion sur un miroir mobile est 
la cause pour laquelle la théorie de M. Babinet, sur le déplacement 
des rayons paragéniques, ne s’applique pas à la lumière solaire réflé- 
chie par un miroir terrestre. J'ai cherché si ce mouvement du miroir 
avait attiré l’attention des physiciens : le passage suivant d’un Mémoire 
de M. Fizeau (‘) est la seule circonstance dans laquelle on me parait 
s’en être préoccupé, mais au point de vue du chemin parcouru, et non 
pas du changement de longueur d’onde : 

« Une expérience de M. Babinet (celle qui a été rapportée p. 161) 
paraissait en contradiction avec l'hypothèse d’un changement de vi- 
tesse conforme à la loi de Fresnel. Mais, en considérant les circon- 
stances de cette expérience, j’ai remarqué l’existence d’une cause de 
compensation qui devait rendre insensible l’effet dû au mouvement. 
Cette cause réside dans la réflexion que la lumière subissait dans cette 
expérience. En effet, on peut démontrer que, lorsque deux rayons ont 
entre eux une certaine différence de marche, cette différence est altérée 
par l’effet de la réflexion sur un miroir en mouvement. Or, en caleu- 
lant séparément les deux effets dans l'expérience de M. Babinet, on 
trouve qu'ils ont des valeurs sensiblement égales et de signes con- 
traires. » 

L'influence du déplacement du miroir peut se déduire très-simple- 
ment du principe d’Huyghens, que Fresnel énonce de la manière sui- 


vante (7): 


(‘) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LVI, p. 403. 
(?) Œuvres completes, t.1, p. 293. 
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« Les vibrations d’une onde lumineuse dans chacun de ses points 
peuvent être regardées comme la somme des mouvements élémentaires 
qu'y enverraient au même instant, en agissant isolément, tous les 
points de cette onde considérée dans une quelconque de ses positions 
antérieures. » 

Ce principe est encore vrai lorsque la surface vibrante que l’on sub- 
stitue à la source de lumière est, non pas seulement une surface d’onde, 
mais une surface quelconque entourant la source, et dont chacun des 
points est artificiellement entretenu dans l’état de vibration que lui 
communique la source; cette surface elle-même peut d’ailleurs être 
réduite à sa partie efficace. Pour calculer les phénomènes de réflexion 
en particulier, on peut supprimer la source, à condition de considérer 
le miroir comme une surface vibrante dont chaque point aurait un état 
vibratoire de même période que celui qu’il reçoit de la source. 

Soient donc XY (fig. 5) la surface du miroir, BA un rayon incident 
dont les deux points B et A sont situés sur deux ondes successives, de 


Fig..5. 


sorte que leur distance est égale à la longueur d’onde À. Si le miroir 
était immobile, la vibration qui est actuellement en B arriverait au 
miroir au bout d’une période T. Mais, à cause du mouvement du miroir, 
le point A est parvenu en A, quand il est atteint par l’onde B; la 
vibration que reçoit alors le point A, provient, non du point B, mais 
d'un autre point B’ de la même onde. Désignons, comme précédem- 
ment, par u la vitesse du miroir; appelons 9 l'angle que fait la direc- 
tion de cette vitesse avec le prolongement de la normale BA aux ondes 
incidentes, et T’ le temps que met la vibration pour aller de B’ en A,; 
ce temps 1” sera la période de vibration d’un point du miroir. On a 


B’A, = VT’ = B’A' + A’A, = VT +-u cosol'; 
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4T,.... Quand la vibration E’ est parvenue au point E, la vibration 
diffractée provenant du point A est alors sur une sphere de rayon 


AA,=4), celle du point B sur une sphere de rayon BB,= 3),.... Sur 
toutes ces sphères les vibrations sont concordantes; leur enveloppe est 
un plan qui passe par le point E et forme l’onde plane diffractée EP,. 

En appelant d la déviation N, A A,, c’est-à-dire l’angle de la normale 
à cette onde avec la normale aux ondes incidentes, et ¢ l’intervalle AB 
de deux traits du réseau, on a 


AA, = AEsino, 
ou 
CHA 1 
(1) QUES ar ere 


On voit aussi que, pour déterminer la direction de l’onde paragé- 
nique EP, ou BQ, il suffit de mener par le point B un plan tangent à la 
sphere décrite du point A comme centre avec un rayon égal à À; le 
point de contact M détermine le rayon diffracté AM. 

En menant par ce même point B des plans tangents à des sphères dé- 
erites du point A avec des rayons égaux à 2A, 3, 4),..., on obtient 
une série d'ondes paragéniques qui correspondent aux spectres succes- 
sifs des réseaux, et dont les déviations d,, d,, 0, sont données par les 
formules 


: ak ; 3A 
sind: = —» RER ns 
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ces ondes sont produites par la réunion sur un même plan des vibra- 
tions qui sont actuellement en A, B’, C’}Naou'en ABC NS 


Influence du déplacement de la source. — Supposons d’abord que le 
réseau soit fixe et la source mobile. Si la source s’approche ou s'éloigne 
du réseau, la longueur d’onde de la lumière incidente (qui serait 4, la 

, . Uu Pome, es . . , 4 
source étant en repos) devient À (: ae: 7): la déviation 0’ imprimée par 


“ 


le réseau aux ondes paragéniques est alors 


sind — noo 
ay 


op 
TX ( ) 
— + = sind . 
€ 
Telles sont les déviations que l’on obtiendrait en observant avec un 
réseau fixe la lumière des étoiles qui ont un mouvement propre. 


Influence du déplacement du réseau. — Supposons maintenant que le 
réseau soit mobile et la source fixe, et considérons les trois cas aux- 
quels on pourra ramener un déplacement quelconque : 

1° Le mouvement du réseau est perpendiculaire au plan de diffrac- 
tion. Soient encore À et B (fig. 7) deux points homologues de deux 


Fig. 7. 


ouvertures voisines; au bout d’une période T la vibration du point A 
parvient à la surface d’une sphère de rayon X à laquelle on mènera un 
plan tangent par le point B; le point A est alors en A’, à une distance 


P s À : ‘ 
égale à uT=u > =a), de sorte que AM est la direction absolue et 


A'M la direction apparente du rayon diffracté. Comme A’N, est aussi 
la direction apparente du rayon incident, on voit que la déviation 
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physiciens. En prenant pour unité la vitesse de translation de la Terre, 
les vitesses des planètes sont environ : 


Mercure....... aber pak 0,62 
DOS ETES Gi a 0,78 
eile ete hisent de ke I 

MONS NET NE Oe 1,35 
Jupiter UE MNT EE AU TE 3,45 
Saturne HAL, af ling. avi 5,40 
Wyss Ae eR eh he ead 9,15 
Neptunes. (56.45 .- wis tr he 13 


Pour une planète qui aurait la même vitesse que la Terre, le change- 
ment de longueur d’onde serait, dans le cas le plus favorable, de 1. 
Comme la différence des longueurs d’onde des deux raies du groupe D 
est de 54, d’après M. Fizeau, c’est-à-dire d'environ 74,5, on voit que, 
dans cette région du spectre, une planète marchant comme la Terre 
pourrait donner lieu à un déplacement de raie égal au dixième de la 
distance des deux raies D. Le déplacement serait plus apparent dans la 
région la plus réfrangible du spectre, où les changements de déviation 
sont plus grands pour une même modification de longueur d’onde. 
Dans l'observation de M. Huggins relative à Sirius, le changement de 
longueur d'onde a été déduit du déplacement de la raie F et évalué 
à es, C'est-à-dire à peu près le double de celui que donnerait un 
astre marchant comme la Terre. L'observation de Jupiter ou de Saturne 
donnerait un effet une fois et demie ou deux fois et demie plus grand 
que celui qu’a obtenu M. Huggins pour Sirius. L’effet serait encore 
bien plus manifeste pour Uranus et Neptune, mais ces astres ont un 
éclat si faible que l’observation serait très-difficile. Les planètes pré- 
sentent d’ailleurs, dans les observations spectroscopiques, une diffi- 
culté particulière : c’est qu’elles ont un angle apparent sensible; il est 
nécessaire alors de limiter l’image de l’astre par une fente, ce qui 
enlève beaucoup de lumière. 

La Lune donne lieu à des résultats un peu différents, parce qu’elle 
tourne autour de la Terre en même temps qu’elle participe à son mou- 
vement de translation. Comme la vitesse de rotation de la Lune est 
d'environ 1 kilomètre, c’est-à-dire trente fois moindre que celle de la 
Terre, il y aurait, à l’époque du premier ou du dernier quartier, un 
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changement de longueur d’onde de sys, Ce qui causerait un dépla- 


cement de 4 de distance des deux raies D; c’est là une quantité bien 


difficile à apprécier. 

Enfin, quelques observateurs, entre autres le P. Secchi (*), ont cher- 
ché à constater, par un déplacement de raies, la rotation du Soleil sur 
lui-même. La vitesse d’un point de l'équateur solaire est d’environ 
2 kilomètres, c’est-à-dire de la vitesse de translation de la Terre; 
les longueurs d'onde émises par le milieu et le bord de l'équateur 
différeraient donc de —4——, et la différence des longueurs d’onde 
émises par les deux bords opposés serait de +455, ce qui donnerait 
lieu à un déplacement de + de la distance des deux raies D. 

On verra que dans la plupart des phénomènes, sinon dans tous, la 
seule circonstance qui influe est la vitesse relative de la source et de 
l'observateur. Cette nécessité de tenir compte du mouvement de la 
Terre contribue à amoindrir les effets que l’on peut attendre de l’ob- 
servation des planètes. De même, nous n’avons pas fait intervenir le 
mouvement de translation du système solaire; ce mouvement général 
paraît aussi n’avoir aucune influence. 


V. — Phénomènes de diffraction. 


M. Babinet appelle paragéniques les ondes latérales produites par la 
diffraction des réseaux, et il les envisage de la manière suivante, qui 
se prête facilement à l'étude de l’influence du mouvement. 

Soient A, B, C, D, E,... (fig. 6) les points homologues des ouver- 
tures successives d’un réseau situé normalement sur le trajet d’un fais- 
ceau de rayons parallèles, et supposons que les traits du réseau sont 
équidistants et perpendiculaires au plan de figure. Les différentes 
ondes planes P, P’, P”, P”,..., qui constituent la lumière incidente, 
sont distantes l’une de l’autre d’une longueur d’onde i. Les vibrations 
des différents points A, B’, C’, D’, E’,... de ces ondes successives arri- 
vent au réseau au bout d’intervalles de temps égaux à o, T, 2T, 3T, 


(') Comptes rendus de l’Académie des Sciences (1870). Voir aussi les travaux tout récents 
de M. Zollner. 
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réelle d et la déviation apparente d’ ne diffèrent que d’une quantité de 
l’ordre de a?, la droite AA’ étant perpendiculaire au plan MAN,. 

2° Le mouvement du réseau est perpendiculaire au rayon incident 
et dans le plan de diffraction. Lorsque la vibration du point A (fig. 8) 


Fig. 8. 


est parvenue sur la sphère de rayon À, ce point A a parcouru l’espace 
AA, = a, et le point B un espace égal BB,. Comme le point B, est 
maintenant dans le même état vibratoire que celui que nous avons con- 
sidéré en A, on mènera le plan tangent B,M à la sphère précédente; 
AM sera la direction absolue et A, M la direction apparente du rayon 
diffracté, MAN, la déviation absolue 0, et MA,N, la déviation appa- 
rente 0’. On a, en négligeant toujours le carré de l’aberration, 


alm 


(2) nue 2a os 


À 
AB, 


EU LI 


= sind(1— asind). 
I+a- 
& 
L’examen-de la figure donne les relations 


_ A4 


AA, coso, 
d'+ d= à, +0, f= i A,cos ] 


F1 0, TAM =acoso. 


On en déduit 
6’ == 0, + a(t— cosd), sind! = sind, + a(t — cosd) cosd. 
En remplaçant sind, par sa valeur tirée de l'équation (2), il reste 
sind = Sipe "Ou 0’ = 0. 


La déviation apparente est donc la méme que si le réseau était im- 
mobile. 
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3° Le mouvement du réseau est parallèle aux rayons incidents. Si le 
réseau marche dans le sens de la lumière, il s'éloigne des ondes inei- 
dentes et parcourt un espace AA, (fig. 9) pendant le temps que met 


Fig. 9. 


la vibration de la deuxième onde B’ à atteindre la deuxième ouverture 
qui est venue en B,. On a encore, sans erreur sensible, 


AA, = RD; = ar. 


Quand la vibration B’ est en B,, la vibration du point A se trouve 
donc sur une sphère de rayon égal à À + ax, à laquelle il faut mener 
du point B, un plan tangent BM pour avoir la direction absolue AM du 
rayon diffracté, A, M étant la direction apparente. Désignons par Ô, la 
déviation absolue, et par d” la déviation apparente. En prolongeant MB, 
jusqu’à la rencontre de AB au point C, on a 


BC ph corset AM 
tango 
Le triangle AMC donne 
Sind ho = =" MASSE tae 1+ a 


1 + a COSÙ” 


e+ BC À 
e( r+ - 
( € ares) 


ou bien 
sind, = sind + a(1 — cosd) sind, 


d’où l’on déduit 


0, = À + a(1 — COSd)tangd = 6 + a tangd — a sind. 


> 
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Le triangle AMA, donne aussi 


AA, sino, 


Oe ae — 


asino. 


En remplaçant dans cette dernière équation 0, par sa valeur, il vient 
o’— 9—alango. 


Il est clair que la même chose a lieu de l’autre côté de la normale, de 
sorte que le changement de double déviation est 


2a tango. 


De plus, si dans une expérience le réseau se rapproche de la source 
et que dans une autre il s’en éloigne, la déviation sera augmentée dans 
le premier cas, diminuée dans le second, de sorte que le changement 
total, quand on passera d’une expérience à l'autre, sera 


fa tango. 


C’est là le résultat auquel était parvenu M. Babinet. Si le mouvement 
du réseau est quelconque, on ramènera le problème aux précédents en 
remplaçant ce mouvement par ses projections sur le plan du réseau et 
sur la normale à ce plan; cette dernière composante aura seule de lin- 
fluence sur la direction du rayon diffracté. 


Cas d’une source terresire. — Le changement de déviation que l’on 
vient de trouver est d’un ordre de grandeur qu’il serait très-facile de 
mettre en évidence; malheureusement, ce changements évanouit quand 
on opère avec une source de lumière terrestre, ou, ce qui revient au 
même, avec la lumière solaire convenablement réfléchie. 

Supposons, en effet, que le réseau et la source marchent dans le sens 
des rayons incidents, la longueur d’onde de la lumière incidente est 
alors (1 — a), et la déviation que l’on observerait si le réseau était im- 
mobile est donnée par l'équation 


(3) Sino— 
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D'autre part, la déviation apparente d'est 
9 — à = atango, 


d’où l’on déduit 
sind’ = sind +asino. 


Remplaçons enfin sind par sa valeur tirée de l'équation (3), il vient 
sind’ = x, ; 
€ 


On a donc pour la déviation apparente & la même expression que si la 
source et le réseau étaient immobiles. 

Le résultat est le même pour le cas où le réseau et la source mar- 
chent en sens contraire de la propagation des ondes incidentes, car il 
suffit alors de remplacer dans les calculs qui précèdent a par — a, ce 
qui ne change rien. Il en serait de même enfin si le réseau et la source 
avaient un mouvement dans une direction quelconque, puisque l’on 
pourrait remplacer le déplacement par deux autres, l’un parallèle 
et l’autre perpendiculaire au plan du réseau, lesquels seraient sans 
influence. 

On peut donc énoncer la proposition suivante, qui. rend compte de 
’insucces de mes premières expériences : 

La lumieére solaire et celle des sources artificielles sont impuissantes à 
manifester par les phénomènes de diffraction le mouvement de translation 
de la Terre. 


VI. — Nouvelles expériences. 


Malgré cette démonstration, je n’ai pas cru inutile de faire encore 
quelques expériences pour vérifier, avec toute la précision possible : 
1° que la lumière solaire et celle d’une source terrestre de même pé- 
riode éprouvent toujours la même diffraction; 2° que le mouvement 
de la Terre n’a pas d'influence sur cette diffraction. Ces nouvelles véri- 
fications n'auront d'intérêt que si les erreurs expérimentales rigoureu- 
sement évaluées se trouvent inférieures au déplacement que l’on avait 


déduit d’une théorie incomplète, c’est-à-dire à ww 
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Première expérience. — 11 janvier 1870; 11 heures du matin. 


La lumière solaire, réfléchie dans la direction est-ouest par un 
prisme à réflexion totale, éclaire la moitié de la fente d’un collimateur, 
dont l’autre moitié est éclairée par une étincelle d’induction entre 
deux fils de magnésium. La lumière tombe normalement sur le réseau 
à 1801 traits, et l’on observe dans le cinquième spectre la correspon- 
dance des raies brillantes du magnésium aux raies obscures du So- 
leil. On croit, d’après la pureté du phénomène, pouvoir affirmer que 
la coincidence a lieu à moins de - de la distance de deux raies (voir le 
spectre de M. Angstrém), ce qui ferait environ 13 secondes. La dé- 
viation du groupe b étant d'environ 44 degrés, la théorie de M. Babinet 
donnerait un changement de 20 secondes. 


Deuxième expérience. — 29 janvier 1890; 1 heure du soir. 


La même expérience a été répétée avec un réseau qui m’a été fourni 
par MM. Brunner, et qui porte 200 traits par millimètre sur une lar- 
geur de 15 millimètres, ce qui permet de mieux utiliser le pouvoir 
optique de la lunette d'observation. En outre, la lumière solaire, avant 
d’entrer dans le collimateur, traverse un prisme à vision directe qui 
permet de ne laisser tomber sur la fente que de la lumière verte; les 
spectres successifs n’empietent plus, et l’on peut les observer plus loin. 

On a suivi les mêmes raies obscures et brillantes jusque dans le neu- 
vieme spectre, où la déviation était d’environ 68 degrés, sans constater 
le moindre défaut de coïncidence. Le calcul donnerait alors un angle de 
5o secondes, c’est-à-dire une quantité bien supérieure à l’erreur possible. 


Troisième expérience. — 3 avril 1870; 11° 30" du matin. 


Dans les expériences précédentes, il n'y avait pas continuité entre 
les raies dont on devait établir la coincidence, puisque les unes étaient 
obscures et les autres brillantes, ce qui rendait l'observation plus diffi- 
cile. On a pris cette fois pour lumière artificielle une série d’étincelles 
d’induction entre deux morceaux de sodium. La lumière ainsi obtenue 
est tres-éclatante; elle se compose, quand on l'analyse, d’une bande 
jaune sur laquelle se détachent deux traits noirs parfaitement nets, 
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correspondant aux deux raies D et d’une largeur tout à fait compa- 
rable à celles du spectre solaire. Le reste de l’expérience a été disposé 
de la même manière que précédemment, et l’on a observé le cinquième 
spectre. Un changement de coincidence de 5 secondes eût été parfaite- 
ment apprécié : on n’en a vu aucun. Comme la déviation était d’environ 
36 degrés, l’erreur relative est inférieure à 55555: 

L'identité des deux sources de lumière me paraissant ainsi vérifiée, 
j'ai cherché jusqu’à quel point on pouvait affirmer que le mouvement 
de la Terre ne produit point de déplacement. 


Quatrième expérience. — 25 avril 1870; midi. 


Le goniomètre a été installé sur l’axe tournant que j'ai décrit précé- 
demment, et l’on a observé, avec une excellente lunette de 27 centi- 
mètres de longueur focale, la déviation des raies D dans le cinquième 
spectre du réseau de MM. Brunner. Le réticule de la lunette était formé 
de quatre fils d’araignée, dont trois parallèles et équidistants, et l’autre 
perpendiculaire aux trois premiers. Les fils parallèles du réticule 
étaient un peu obliques à la direction des raies; les deux raies D 
étaient situées sensiblement sur le croisement de deux des fils parallèles 
avec le fil horizontal, et l’on n’a aperçu aucun dépointement quand 
l'appareil était dirigé alternativement vers l’est ou vers l’ouest. 


La déviation de l’une des raies D était......... 35°52! 40” 
Celle-derlautretia:. PR ee Lan 35°50! 10” 
Difiérences 2. 42e BPA RE 2130" 


La distance des deux raies D dans le second spectre était d'environ 
1 minute, et l’on distinguait tres-nettement la raie du nickel, qui est 
située entre les deux précédentes et partage leur distance en deux par- 
ties qui sont à peu près comme 2 et 3. 

Le pouvoir optique du réseau et de la lunette combinés est done me- 
suré par un angle inférieur à 25 secondes; prenons 20 secondes, par 
exemple. L'objectif de la lunette a 30 millimètres de diamètre et per- 
met de distinguer deux traits distants d’un millimètre et situés à une 
distance de 50 mètres, ce qui correspond à un angle de 7 secondes : 
c'est à peu près, d’après Foucault, le maximum de pénétration d’une 


“ . 
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lentille de cette dimension. Comme la lumiere diffractée par le réseau 
ne couvrait que la moitié de V’objectif, il n’y a pas à s’étonner que le 
pouvoir optique ait au moins diminué de moitié. Si l’instrument peut 
séparer un angle de 20 secondes, il permet de constater une coinci- 
dence avec une erreur moindre que 3 secondes. Les astronomes ont 
constaté très-souvent que la précision de pointé d’une lunette est bien 
supérieure à ce que l’on pourrait déduire de sa pénétration, et je crois 
que l’on peut aisément pointer avec une erreur inférieure au dixième 
de l’angle minimum que la lunette dont on se sert permet de séparer. 
Dans des expériences que je rapporterai plus loin sur des mesures 
d'épaisseur, on visait au millième de millimètre avec un microscope 
qui ne pouvait pas distinguer les traits d’un réseau au centième de 
millimètre. Je crois donc qu’un déplacement de 3 secondes n’aurait pas 
échappé dans cette expérience, qui a été faite avec le plus grand soin 
et répétée un grand nombre de fois. L’erreur expérimentale était ici 
bien inférieure à l’aberration et au déplacement auxquels on aurait pu 
s'attendre. 


“ 


VII. — Double réfraction rectiligne. 


Je n’ai pas l’intention de discuter ici les théories qui ont été proposées 
pour évaluer l’influence du mouvement des corps réfringents sur la 
vitesse de la lumière qui les traverse. Mais j’ai réalisé avec le spath 
d’Islande et le quartz un certain nombre d’expériences que je puis 
publier maintenant, parce que je n’ai pas l'intention de les répéter. 
Comme j’espérais y trouver quelque effet produit par le mouvement 
de translation de la Terre, il est nécessaire que je dise quelques mots 
de la théorie pour faire comprendre les raisons qui m'ont conduit à 
cette tentative. 

Nous avons vu plus haut qu’en s’appuyant sur la formule de Newton 
pour la propagation des ondes sonores et sur certaines hypothèses 
relatives à la densité et à l’élasticité de l’éther, Fresnel a montré que 
la vitesse de propagation de la lumière dans un milieu en mouvement 


nr oe? I as A aks 
était modifiée de la quantité w ( — ay Les raisonnements de Fresnel 
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ne s'appliquent plus sans modification aux milieux biréfringents , 
puisqu’on est obligé d’y supposer une élasticite variable suivant les 
différentes directions pour expliquer la double réfraction; mais la 
formule finale peut servir de guide pour faire comprendre au moins 
l’ordre de grandeur des effets que produirait le mouvement de la 
Terre. En tout cas on peut faire quelques hypotheses et voir si les 
conséquences auxquelles elles conduisent sont compatibles avec les 
résultats de l’expérience. 

L'idée la plus simple est d'appliquer aux deux systèmes d’ondes 
fournies par la double réfraction la formule trouvée par Fresnel pour 
les corps isotropes, sans se préoccuper de la manière dont il sera 
possible d'établir cette formule. En tenant compte de la variation de 
longueur d’onde de sources terrestres avec la direction suivant laquelle 
la lumière se propage, on trouve alors que les phénomènes d'interfé- 
rence produits par une lame de spath d'Islande taillée parallèlement 
à l'axe doivent être altérés de 4 suivant que la lumière incidente 
marche dans le sens ou en sens contraire du mouvement de translation 
de la Terre. 

Une deuxième hypothèse assez naturelle serait d'admettre que la 
vitesse d'entrainement est la même pour les deux systèmes d'ondes; 
il est facile de démontrer que l'effet produit est alors plus grand 
qu'avec la première hypothèse. 

Les méthodes généralement employées pour étudier les phénomènes 
d’interférence dus ala double réfraction ne permettent pas d'apprécier 
des changements aussi petits. Dans les expériences de MM. Fizeau et 
Foucault relatives à l'observation des phénomènes dinterférence. à 
l'aide du spectre, la différence de marche des rayons interférents a 
atteint 7400 longueurs d'onde pour la région du spectre voisin de la 
raie G, ce qui ferait environ 8000 longueurs d’onde pour l'extrémité la 
plus réfrangible du spectre. Supposons même que l’on parvienne à 
produire des bandes avec une différence de marche de 12000 longueurs 
d'onde pour cette région. Il est facile de voir qu’il y aurait alors dans 
le spectre tout entier environ 6000 bandes obscures; le déplacement 
qu'il faudrait observer serait d’un quart de la distance de deux bandes. 
pour le rouge extrême, et d’une demi-bande pour le violet, c’est-à-dire 
qu'il y aurait dans ce dernier cas substitution d’une bande obscure à 
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une bande brillante. L'expérience serait tres-difficile, parce qu’il 
faudrait multiplier les prismes pour arriver seulement à distinguer des 
raies aussi fines. 

D'un autre côté, les microscopes polarisants avec lesquels on observe 
les courbes d’interférence produites par la double réfraction ont habi- 
tuellement des objectifs à courts foyers, parce qu’on n’emploie en 
général que des lames cristallines minces. Mais si le cristal est un peu 
épais, les courbes deviennent très-resserrées et cessent bientôt d’être 
visibles, même avec l’emploi d’une lumière homogène; pour les aper- 
cevoir, il suffit d'observer avec une lunette à long foyer. La disposition 
de l’expérience est la suivante. 

On prend pour source de lumière soit la flamme de l'alcool salé, 
soit la flamme d’un mélange d’alcool et d'esprit de bois, comme l’a fait 
M. Fizeau, soit plus simplement encore la flamme d’un bec de gaz à 
courant d’air, dans lequel on introduit un sel de soude, du phosphate 
par exemple; ce dernier procédé est celui qui m’a donné la lumière la 
plus constante et la plus homogène. Les rayons incidents sont polarisés 
par un large prisme de Nicol, et traversent ensuite une ou plusieurs 
lames de spath d'Islande taillées parallèlement à l’axe et dontles sections 
principales sont parallèles entre elles et à 45 degrés du plan primitif 
de polarisation, puis une lunette astronomique de 30 centimètres 
environ de longueur focale. En observant à l’aide d’un oculaire à 
réticule muni d’un analyseur, on aperçoit de très-belles franges hyper- 
boliques, même avec des cristaux très-épais. Le champ de l’observation 
est considérablement rétréci, mais les franges sont très-larges. 


Première expérience. — Juillet 1869. 


Ces premières expériences ont eu surtout pour but d'étudier les 
circonstances du phénomène. J'avais alors à ma disposition trois lames 
de spath dont les épaisseurs étaient : 


NT TU D note iat 
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Les deux premieres donnent de tres-belles hyperboles. Avec la troisieme 
25 
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le phénomène est confus, mais on l’améliore singulièrement en y ajou- 
tant la première, ce qui donne une épaisseur totale de 38™™, 8. Cette 
réapparition des franges par un accroissement de différence de marche 
a été expliquée, comme on sait, par M. Fizeau, par la coincidence de 
deux longueurs d'onde différentes dans la lumière des sels de soude. La 
différence de marche dans cette expérience est égale au produit de 
l'épaisseur par la différence des deux indices de réfraction ordinaire 
et extraordinaire, ce qui donne 11330 longueurs d'onde, ou bien 
22660 franges brillantes et obscures. L'appareil a été dirigé alternati- 
vement, et un grand nombre de fois, dans le sens ou en sens contraire 
du mouvement de la Terre, et les franges n’ont pas éprouvé le moindre 
déplacement par rapport au réticule. Un changement d’un quart de 
frange eût été distingué sans hésitation; or la formule de Fresnel 
donnerait un déplacement de près d’une frange, c’est-à-dire qu'il y 
aurait substitution des franges obscures aux franges brillantes. 


Deuxième expérience. — 25 mars 1870; 115 30™ du soir. 


On s’est servi d’une nouvelle lame de spath plus épaisse 
ESE ena Eee PR NR FAT is Ea 03e 


La différence de marche est 16060 longueurs d’onde, ce qui fait 
32000 franges. L’appareil étant dirigé alternativement vers l’est ou vers 
l’ouest, on n’a observé aucun déplacement. On aurait aperçu un chan- 
gement de £ de frange : la formule de Fresnel donnerait 1 4 frange. 

En ajoutant les lames n° II et n° IV, ce qui fait une épaisseur totale de 
73 millimètres, les franges sont plus nettes, et l’on aurait pu distinguer 
un déplacement de +; de frange. Le résultat est encore négatif. La dif- 
férence de marche est alors de 21 300 longueurs d’onde. 


Troisième expérience. — 4 avril 1870; 11% 45 du matin. 
J'avais alors une cinquième lame 
Da M Crea 


L'expérience a été faite en ajoutant les deux lames n° IV et n° V, ce 
qui faisaitune épaisseur de 136 millimètres. Les franges sont très-nettes 
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et un déplacement de £ de frange serait apprécié. Résultat négatif. La 
différence de marche est de 39 700 longueurs d’onde. 


Quatrième expérience. — Même jour; midi. 


On a ajouté les trois lames n°I[, n° IV et n° V, ce qui fait une épaisseur 
de 154 millimètres. La différence de marche est d'environ 45000 lon- 
gueurs d'onde, le nombre de franges 90000: les franges sont très- 
belles, et l’on juge qu’il n’y a pas un déplacement de - de frange, 
quand l’appareil est alternativement dirigé vers l’est ou vers l’ouest. 
Le changement, s’il existe, n’est done pas de 4, ou en nombres 


h Pr 
ronds +555. 


Il me paraît résulter de ces observations que, dans les limites de pré- 
eision que l'expérience peut atteindre, le mouvement de la Terre est 
absolument sans influence sur la différence de marche apparente qui 
s'établit entre les ondes ordinaires et extraordinaires dans la double 
réfraction. Comme la formule de Fresnel donnerait dans les dernières 
expériences un déplacement de plusieurs franges, on peut en conclure 
aussi que cette formule n’est pas applicable aux milieux biréfringents. 

Étant parvenu à cette différence de marche de 45 000 longueurs 
d'onde, voisine de celle à laquelle on était arrivé pour les anneaux de 
Newton, sans que l’interférence cessat de se produire, j'ai essayé si 
l’on pouvait aller plus loin, et je me suis procuré trois nouvelles lames 
de spath: 


mm 
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En prenant pour source de lumière la flamme d'un bec de gaz faiblement 
colorée par du phosphate de soude, j'ai observé encore des franges 
très-nettes avec les combinaisons suivantes : | 

1° Avec les lames n° IV, n° VI et n° VIII ajoutées, ce qui faisait une 
épaisseur de 228 millimètres, et une différence de marche de 66576 lon- 
gueurs d’onde; oe 

2° En ajoutant aux précédentes la lame n° V, ce qui faisait une 
épaisseur totale de 309 millimètres et une différence de marche de 


90 228 longueurs d'onde; 
25. 
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3° Enfin, en ajoutant encore la lame n° VII: l'épaisseur est alors de 
359 millimètres et la différence de marche de 104 828 ou, en nombres 
ronds, 105 000 longueurs d’onde. 

A l’époque où ces dernières expériences ont été faites, l'appareil 
n’était plus disposé pour étudier l'influence du mouvement de la Terre. 
Je n’ai pas jugé utile de le rétablir, parce que je n’étais parvenu qu'à 
une différence de marche à peu près double et que l’accroissement de 
sensibilité qui résultait de cette circonstance était compensé par une 
moins grande netteté des franges; on n’aurait pas atteint en réalité une 
précision plus grande. 

Je terminerai ce sujet par une dernière remarque. On peut s'étonner 
que la double réfraction du spath d’Islande se prête si facilement à 
la production de phénomènes d’interférence à grande différence de 
marche, malgré les épaisseurs énormes (36 centimètres) de cristal qu'il 
faut employer. Cela tient, je crois, à ce que le spath d’Islande est peut- 
être la substance transparente la plus homogène que l’on puisse se 
procurer et que les surfaces n’ont pas besoin d’être travaillées avec 
une tres-grande perfection, parce que de petites variations d’épaisseur 
n’ont qu’une faible influence sur la différence de marche, tandis que, 
si l’on produit des anneaux de réflexion avec des lames de verre, les 
moindres irrégularités des surfaces, leur manque de parallélisme et 
les défauts d’homogénéité ne tardent pas à empêcher toute interférence 
régulière. 


VIII. — Double réfraction circulaire. 


Vai cherché si le pouvoir rotatoire du quartz ne donnerait pas non 
plus de résultat positif dans la question du mouvement de la Terre. 
L'expérience présente des difficultés nouvelles, et la théorie sera encore 
plus douteuse que dans le cas de la double réfraction ordinaire. Il y a 
néanmoins dans la double réfraction circulaire une circonstance avan- 
tageuse; c’est que la rotation éprouvée par le plan de polarisation du 
rayon qui traverse le quartz dans la direction de l'axe est à peu pres 
en raison inverse du carré de la longueur d’onde. Comme le mouve- 
ment de la Terre influe directement sur la longueur d'onde, on peut 
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espérer que le pouvoir rotatoire variera plus rapidement que la diffé- 
rence de marche due à la double réfraction. 

On sait par quelle ingénieuse hypothèse Fresnel a expliqué les phé- 
nomènes particuliers que présente le quartz dans le voisinage de l’axe 
de cristallisation. Il admet qu’une onde plane perpendiculaire à l’axe, 
polarisée rectilignement, se partage dans le cristal en deux ondes 
planes polarisées circulairement en sens contraires, et se propageant 
avec des vitesses différentes; ces deux rayons circulaires peuvent même 
être séparés par la réfraction, malgré la faible différence qui existe 
entre leurs vitesses de propagation. 

Cette théorie de Fresnel n’est peut-être qu’une image, une représen- 
tation géométrique du phénomène, ne correspondant pas à la véritable 
interprétation mécanique. Quoi qu’il en soit, en partant de l'hypothèse 
de Fresnel, on peut chercher, par des considérations analogues à celles 
qui ont servi de guide pour la double réfraction ordinaire, quelle sera 
influence du mouvement de la Terre sur la vitesse de propagation des 
deux systèmes d'ondes polarisées circulairement, et par suite sur la 
rotation du plan de polarisation. On trouve ainsi que, si la formule de 
Fresnel relative à l’entrainement des ondes lumineuses est applicable 
aux deux rayons polarisés circulairement, le pouvoir rotatoire du quartz 
doit varier de 4 quand la lumière marche dans le sens ou en sens 
contraire du mouvement de la Terre, et qu'il doit varier d’une quan- 
tité plus grande encore si l’on peut admettre que l’entrainement est le 
même pour les deux systèmes d’ondes. 

Discussion des méthodes d'observation. — Pour que l’expérience con- 
duise à un résultat concluant, il faut donc pouvoir manifester un 
changement de —{- dans la rotation du plan de polarisation, c’est- 
à-dire un changement d’un demi-degré pour une rotation de 2500 de- 
grés, ou de 7 circonférences, ce qui correspond à une épaisseur de 
quartz de 115 millimètres. L'expérience m'a paru mériter d’être ten- 
tée. J’ai cherché d’abord à modifier les méthodes d’observation habi- 
tuelles qui ne comportent pas une précision suffisante, et à me pro- 
curer des morceaux de quartz homogènes sous de grandes épaisseurs. 
On sait combien il est difficile de trouver un canon de quartz, jouissant 
sous une certaine épaisseur d’un pouvoir rotatoire bien défini; parmi 
un grand nombre d'échantillons essayés, j'en ai trouvé quelques-uns 
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dans lesquels on pouvait ménager des régions assez pures, en particu- 
lier un quartz droit, de 110 millimètres d'épaisseur, appartenant à 
M. Fizeau. 

Le pouvoir rotatoire du quartz a été déterminé par un assez grand 
nombre d’observateurs ; je ne rapporterai que les résultats relatifs à la 
raie D, en insistant sur les procédés de mesure. 

Biot a opéré surtout avec la lumière blanche, et, en appliquant la 
formule de dispersion rotatoire qu'il avait découverte au calcul des 
rotations relatives aux différentes raies de Frauenhofer, il a obtenu 
pour la rotation du plan de polarisation de la raie D, produite par une 
lame de quartz de 1 millimètre d’épaisseur, le nombre 20°, 98. 

M. Broch (‘), en 1846, a appliqué le premier une méthoderigoureuse 
à la mesure des rotations relatives aux différentes raies. Cette méthode 
consiste à produire la rotation à l’aide d’un quartz épais, et à recueillir 
la lumière après qu’elle a traversé l’analyseur sur un prisme réfrin- 
gent. On voit ainsi dans le spectre une ou plusieurs bandes obscures 
correspondant aux rayons qui sont éteints par l’analyseur. Dans ces 
expériences, la rotation relative à la raie D, pour une épaisseur de 
1 millimètre, a été trouvée de 21°,67. 

M. Wiedeman (?) a amélioré la méthode en observant le spectre avec 
une lunette à réticule, que l’on pointait d'abord sur une des raies de 
Frauenhofer, et sur laquelle on amenait, en tournant l’analyseur, le 
milieu d'une des bandes d’extinction. Les mesures de M. Wiedeman 
n'ont d’ailleurs pas porté sur le quartz. 

M. Stephan (*)a indiqué, pour déterminer les rotations, une méthode 
singulière, qui consiste à faire tomber le faisceau de lumière qui sort 
du corps actif sur un cône de verre dont l'ouverture angulaire est double 
de l'angle de polarisation par réflexion. Ceux des rayons qui sont pola- 
risés dans un plan perpendiculaire au plan d'incidence ne sont pas 
réfléchis par le cône, de sorte qu’en recevant ces rayons sur un écran 
on y produit des colorations variées. M. Stephan à d’ailleurs obtenu pour 
la raie D le même nombre que M. Broch. 


(') Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. XXXIV, P, 119. 
(*) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. XXXIV, pelt. 
(°) Pogg. Annalen, t. CXXI, p. 631. 
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Dans la méthode de M. Broch, la lumière incidente traverse d’abord 
une fente étroite, ce qui affaiblit beaucoup l'intensité de la lumière. 
M. Gernez (*), dans un travail remarquable sur le pouvoir rotatoire des 
liquides et des vapeurs, a singulièrement augmenté la précision des 
mesures en opérant de la manière suivante. La lumière incidente était 
un large faisceau de rayons solaires qui, après avoir traversé le polari- 
seur, le corps actif et l’analyseur, tombaient sur une lentille cylin- 
drique au foyer de laquelle se trouvait la fente d’un spectroscope. Le 
spectre avait ainsi un grand éclat, et les bandes d’extinction étaient 
beaucoup plus étroites, ce qui permettait d’en viser le milieu avec plus 
d’exactitude. 

M. Fizeau (?), à propos de ses recherches sur la dilatation et la 
double réfraction du quartz, a déterminé aussi le pouvoir rotatoire 
relatif à la lumière jaune de la soude, et a trouvé le nombre 21°, 76, 
qui diffère notablement des précédents. 

M. Wild (1865) a répété cette expérience à l’aide d’un appareil 
imaginé par lui, le polaristrobomeire, dont la pièce originale est une 
double lame de quartz produisant les franges de Savart, et il a retrouvé 
exactement le nombre de M. Broch, comme moyenne de plusieurs ex- 
périences tres-concordantes. 

Enfin, tout récemment, M. Pape (*), dans un travail sur la polari- 
sation circulaire de quelques sels cristallisés, a repris encore la mesure 
relative à la raie D pour le quartz, et a trouvé cette fois 21°, 64. 

Il suffit de comparer les résultats obtenus par les différents obser- 
vateurs, pour étre assuré que la plupart des méthodes employées 
manquaient de précision; on peut le voir aisément par la discussion 
des expériences. ; 

Supposons, en effet, qu’on emploie la lumière solaire ou celle d’une 
lampe. Les bandes que l’on observe dans le spectre correspondent 
à des rayons pour lesquels la rotation diffère d’un nombre entier de 
demi-circonférences ; quand on tourne l’analyseur de 180 degrés, une 
bande noire vient se mettre à la place de la suivante, en marchant vers le 


(!) dnnales scientifiques de ! École Normale supérieure, t. 1; 1864. 
(?, Annales de Chimie et de Physique, 4° série, t. Il, p. 176. 
(*) Pogg. Annalen, t. CXXXIX, p. 227. 
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violet ou vers le rouge, suivant que l’on a tourné l’analyseur dans le 
sens ou en sens contraire de la rotation elle-même. Or, si la rotation est 
faible, il n’y aura dans le spectre qu’un petit nombre de bandes, deux 
ou trois; ces bandes se déplaceront beaucoup pour une petite rotation 
de l’analyseur, mais il sera difficile de déterminer le point qui cor- 
respond au maximum d'extinction. Si la rotation est considérable, les 
bandes seront nombreuses, mais elles se déplaceront très-peu quand 
on tournera l’analyseur de plusieurs degrés. Toutefois, la précision 
sera d’autant plus grande qu'il sera plus facile de mettre en évidence 
la différence des rotations pour deux rayons voisins, c’est-à-dire le 
déplacement d’une bande, quand on passe d’un rayon à l’autre; le dé- 
placement sera d'autant plus sensible, que les bandes seront plus 
étroites, et il yaura toujours avantage à opérer sur de grandes rotations. 
On peut préciser ce raisonnement par un exemple. La rotation étant à 
peu près en raison inverse du carréde la longueur d’onde, deux rayons 
dont les carrés des longueurs d’onde sont entre eux comme | et 2 éprou- 
veront des rotations qui seront entre elles comme 2 et 1. On trouve 
ainsi que le rayon dont la longueur d'onde est égale à o™™, 0004164, et 
qui est situé à peu près à égale distance des raies G et H, c’est-à-dire 
sensiblement sur le bord du spectre que l’on peut facilement observer, 
éprouve une rotation double de celle qui correspond à la raie D. En 
particulier, si l’on voulait déterminer les rotations à 4 près, il fau- 
drait pouvoir constater un déplacement de bandes qui serait la 
50 partie de la distance de la raie D à l'extrémité la plus réfrangible 
du spectre; il est clair que ce déplacement sera d’autant plus apparent 
que les bandes seront plus étroites. Si la rotation relative à la raie D 
était de 20 circonférences, il y aurait dans le spectre environ 50 bandes, 
le déplacement serait de 75 de bande seulement, et l'épaisseur du 
quartz de 32 centimètres. 

L'emploi d’une source de lumière homogène présente des difficultés 
analogues. En effet, il est nécessaire d’abord que la source ait un grand 
éclat, car la direction du plan de polarisation étant déterminée par 
extinction de la lumière, cette extinction se maintiendra pour une 
rotation de plusieurs degrés de l’analyseur, si la lumière est faible. 
On peut bien prendre aussi les moyennes des directions pour lesquelles 
la lumière reparait à droite et à gauche, mais les nombres isolés sont 
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alors très-discordants, et la moyenne en est évidemment affectée. Or, 
pour la lumière jaune des sels de soude en particulier (il en serait de 
cane pour toute autre source homogène), quand on veut augmenter 
l'éclat par un moyen quelconque, on produit en même temps des rayons 
nouveaux, violets, bleus, et surtout orangés et rouges, méme quand on 
reste très-loin des circonstances dans lesquelles il y a élargissement 
ou renversement de deux raies D; quand on éteint cette lumière par un 
analyseur, après qu’elle a traversé une plaque de quartz, on laisse 
passer, surtout si la rotation est considérable, la plus grande partie des 
rayons étrangers aux rayons jaunes; les images prennent alors une 
teinte lilas qui présente une certaine analogie avec la teinte sensible de 
Biot, mais qui n’est pas une tente de passage. La présence de cette 
lumière étrangère nuit beaucoup à la précision des mesures. 

On peut même aller plus loin et prévoir le sens des erreurs dans les 
divers modes d’observation. Avec la lumière solaire, le maximum 
d'intensité du spectre est un peu plus réfrangible que la raie D (‘). 
Pour une bande d’absorption qui ne coincide pas avec le maximum 
d'intensité, le milieu apparent de la bande sera un peu plus éloigné du 
maximum que les rayons réellement éteints par l’analyseur. On ob- 
tiendra donc pour les rayons moins réfrangibles que ceux qui corres- 
pondent au maximum d'intensité du spectre des rotations trop grandes 
et pour les rayons plus réfrangibles des rotations trop petites. De plus, 
la forme de la courbe des intensités déterminée par Frauenhofer 
montre que cet effet sera surtout marqué pour les rayons peu éloignés 
du maximum. C’est précisément le cas de la raie D, et l’on doit s’at- 
tendre à ce que les rotations obtenues pour cette raie avec la lumière 
solaire soient trop grandes. Or les nombres donnés par M. Broch et tous 
les physiciens allemands que j'ai cités sont au contraire trop faibles. 

Il se passe quelque chose d’analogue dans l'appareil de M. Wild, où, 
en employant la lumière jaune des sels de soude, on détermine la direc- 
tion du plan de polarisation par la disparition des franges de Savart. 
On ne peut juger de la disparition des franges qu’avec une approxima- 
tion de même ordre que celle des expériences photométriques, et la 


(') Voir pour cette discussion le Mémoire de M. Gernez et un Mémoire de Verdet (Annales 
de Chimie et de Physique, 3° série, t. LXIX). 
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persistance des impressions sur la rétine conserve l'effet physiologique 
alors même que les franges ont disparu, ce qui constitue une première 
difficulté. Mais si la lumière est un peu éclatante, ce qui est nécessaire, 
les franges existeront encore pour la lumière rouge, quand celles du 
jaune auront disparu. On est entraîné alors à déplacer un peu l’ana- 
lyseur, pour affaiblir les bandes rouges sans faire dominer les franges 
jaunes. Ce compromis donne évidemment une rotation trop faible. 
Enfin la méthode est inapplicable aux grandes rotations, parce qu’a- 
lors les franges ne disparaissent jamais. ‘ 

Le même raisonnement s’applique au cas où l’on détermine le plan 
de polarisation par l'extinction maximum pour de faibles rotations. 
Mais, si les rotations sont très-grandes, les petits déplacements de 
l’analyseur dans le voisinage de la position qui éteint la lumière 
jaune n’ont pas d’influence sur l'éclat moyen des rayons étrangers, 
rouges ou bleus, et l'erreur doit être plus faible. Le nombre donné par 
M. Fizeau, ayant été calculé « d’après plusieurs mesures prises sur des 
cristaux très-épais » doit donc être beaucoup plus exact; il me parait 
en effet tres-voisin de la vérité. 

Quoi qu'il en soit, les méthodes habituelles ne paraissent pas assez 
sensibles pour manifester des changements de rotation de 3,55 : je 
m’en suis assuré par plusieurs essais préliminaires, et j'ai cherché à les 
modifier. On obtient très-facilement une source de lumière d’un grand 
éclat, et absolument homogène, en élargissant la fente d’un spectroscope 
dans lequel on observe le spectre d’une vapeur incandescente. Si les 
raies où plutôt les bandes colorées que l’on obtient alors n’empiètent 
pas les unes sur les autres, on pourra juger de l'extinction avec une 
tres-grande exactitude. L’empiétement des bandes n’est même pas un 
grand obstacle, si leurs bords sont bien nets, parce qu'on les éteint 
successivement par l’analyseur ; ainsi en se servant des raies brillantes 
du magnésium, on peut voir très-nettement disparaître chacune à leur 
tour, quand on tourne l’analyseur, les bandes qui correspondent aux 
trois raies brillantes que ce métal possède dans le groupe &. La diffé- 
rence des longueurs d’onde des deux raiesles plus voisines est d'environ 
Toso» et le changement de rotation, de #5. Néanmoins il y a tout 
avantage à choisir des spectres comme ceux du sodium, du thallium ou 
de l’argent, dans lesquels se trouve quelque raie isolée très-éclatante. Les 
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deux sources qui m'ont le mieux réussi sont: 1° un bec de gaz à grand 
débit, brilant sans éclat, et dans lequel on introduit soit un sel de soude 
peu volatil (phosphate de soude) à l’aide d’un fil de platine ou d’un bâton 
d'amiante, soit plus simplement un tube de verre à la soude; 2° une 
série de puissantes étincelles d’induction entre deux fils de thallium. 

La disposition qui m’a paru la plus avantageuse est représentée par la 
fig. 10, qui me dispensera d’une longue description. 


Fig. 10. 


S Etincelle entre des fils de thallium. 
! Petite lentille dont le foyer est en S, afin que les rayons soient a peu près 
parallèles en entrant dans l'appareil. 
N Polariseur. 
F Fente verticale large. 
L Objectif du collimateur ayant son foyer principal en F. 
P, P’ Prismes de flint placés sur une plate-forme K, par l'intermédiaire d’un 
support qui peut tourner autour d’un axe vertical. 
Q,Q’, Q” Quartz différents. 
L’ Objectif de la lunette, au foyer principal F’ de laquelle se produit un 
spectre pur. 
N’ Nicol analyseur pouvant tourner sur un cercle gradué C, à l’aide d’alidades 
dont les verniers donnent la minute. 
l’ Oculaire pour observer le spectre en F’ a travers l’analyseur. 
Si l’on prend comme source de lumière une flamme chargée de soude, la 
lentille 7 n’a plus d'utilité. 
20. 
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Il y a quelques précautions à prendre, parce que, pour la commodité 
des observations et la pureté du phénomène, les deux objectifs L et L’ 
etles PRISES à réfraction ont été placés entre le polariseur et l’analyseur. 

On s'assure d’abord que les objectifs L et L’ winfluent pas sur la 
polarisation d’un rayon de lumière qui les traverse dans la direction 
de l’axe. Quant aux prismes P, P’, ils peuvent, par réfraction, faire 
tourner le plan de polarisation des rayons incidents, ce qui n’aurait 
aucun inconvénient, mais ils peuvent donner lieu à une polarisation 
elliptique, et même, s'ils étaient trempés, à des modifications encore 
plus complexes. On évite tous ces inconvénients en ayant soin que le 
plan primitif de polarisation soit parallèle, ou mieux, perpendiculaire 
au plan de réfraction, et l’on vérifie ensuite que le faisceau qui sort du 
prisme P’ est encore parfaitement polarisé. 

Les morceaux de quartz ne sont jamais homogènes dans toute leur 
étendue. On les étudie séparément et on couvre les faces terminales de 
feuilles de papier, découpées de manière à isoler les régions qui pa- 
raissent plus pures. On s'assure, par les procédés connus, que les 
faces sont parallèles entre elles et perpendiculaires à l’axe de cristalli- 
sation. Enfin, on reconnait que la lumière se propage exactement sui- 
vant l’axe, quand les bandes d’extinction sont bien verticales et que 
la rotation du plan de polarisation est un minimum. 

J'ai essayé un grand nombre d'échantillons de quartz; les seuls qui 
aient pu servir sont les suivants, qui sont encore de qualités très- 
inégales. La plupart de ces quartz m’ont été prétés très-obligeamment 
par différentes personnes, entre autres les n° [ et II par M. Gernez, le 
n° IV par M. Fizeau, les n° VI et VII par M. Cornu. 


Epaisseur. 

Nese ore ne re 29,995 

NETL. Wola oy sien 30,482 

PPE LEN Ne [tlre sane 42,619 
INGE Moet stew une east 110,579 

NouViteunss niet 36,524 

Quartz droits .. .chN°eV sim o% 37,458 
NS VE bras. ded anis 81,278 


Les épaisseurs ont été déterminées dans les ateliers de MM. Brunner 
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à l’aide d’une excellente machine à diviser, le long de laquelle était 
une règle graduée en demi-millimètres. Un microscope porté par le 
chariot visait sur la règle et permettait de donner au chariot des dépla 
cements d’un nombre entier de demi-millimètres. On visait les quartz 
avec un autre microscope à micromètre oculaire porté par le même 
chariot, et l’on évaluait les fractions de demi-millimètre en déplaçant le 
réticule. On a eu soin de déterminer les valeurs du pas de vis du micro- 
mètre, et les pointés se faisaient au millième de millimètre. Pour déter- 
miner les épaisseurs à l'endroit même qui avait été utilisé dans la 
mesure des rotations, on disposait deux aiguilles très-fines dans le 
voisinage des surfaces, comme la pointe d’ivoire des bains de mercure, 
et l’on amenait le fil du microscope au milieu de la distance de la pointe 
d’aiguille et de son image. Chacun des quartz a été mesuré plusieurs 
fois en utilisant des régions différentes de la règle, et les résultats n’ont 
différé au plus que de 2 ou 3 millièmes de millimètre. Pendant toute la 
durée des expériences, la température indiquée par un thermomètre 
placé sur la machine n’a varié que de 13°,5 à 14°,6, de sorte que les 
mesures sont comparables entre elles sans correction. 

Cette règle de Brunner a été comparée plusieurs fois au mètre étalon; 
je donne ici les résultats d’une comparaison faite en 1867 par M. Ang- 
strôm. 

Une règle en laiton (le metre d’Upsal), construite sur la règle de 
Brunner, laquelle est aussi en laiton, est à zéro plus courte que le 
mètre des Archives de o™™, 190. Le coefficient de dilatation de la règle 
étant de 0,00001872, il en résulte que la règle d’Upsal a la longueur 
métrique à la température de 10 degrés; il en est de même pour la 
règle de Brunner. A la température de 15 degrés, à laquelle nos expé- 
riences ont été faites, chaque division de la regle vaut environ 
1™™,000093. Toutes les épaisseurs devraient done être augmentées 
de —{ et les pouvoirs rotatoires relatifs à la température de 15 de- 
grés diminués dans le même rapport. Cette correction n’a pas d’utilité, 
parce qu’elle est bien inférieure aux erreurs d’expérience. 


Détermination du pouvoir rotatoire du quartz. — Pour juger de la pré- 
cision des expériences, j’ai d’abord déterminé le rapport des pouvoirs 
rotatoires du quartz pour les deux sources que j’employais. Il n’est pas 
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nécessaire, dans ce cas, que l'appareil soit réglé avec une aussi grande 
précision. On détermine d’abord l’azimut primitif de polarisation de 
la lumière qui sort des prismes P, P’, puis on interpose un ou plusieurs 
quartz, et l’on mesure le nouvel azimut de polarisation; on substitue 
la deuxième source à la première, et l’on tourne un peu les prismes 
P, P’ pour que la nouvelle bande brillante se produise au même point 
dans la lunette, et l’on détermine un troisième azimut de polarisation; 
enfin on supprime les quartz, et l’on vérifie que le changement de 
source et la rotation des quartz P, P’ n’ont pas modifié l’azimut pri- 
mitif. On connaît ainsi, dans les deux cas, de combien la rotation dé- 
passe un nombre entier de demi-circonférences; on ajoute alors de 
part et d'autre un certain nombre de fois 180 degrés, ce que l’on 
connaît facilement d’après l'épaisseur du quartz et la valeur approchée 
du pouvoir rotatoire. 

Dans le cas actuel, il n’y a guère à se préoccuper de la température, 
puisque les deux expériences se suivent rapidement et que les varia- 
tions de température ambiante ne peuvent avoir qu’une faible influence 
sur le rapport des rotations. Il n’est pas nécessaire non plus que la 
lumière marche rigoureusement suivant l’axe du cristal, car le chan- 
gement de rotation pour une tres-faible inclinaison doit étre sensible- 
ment proportionnel à la rotation elle-même. 


QUARTZ. SODIUM. THALLIUM. Re R R 
« Na 


——— | ef 


NOT. .2) 113577 3 82,18 4 653,77 802, 18 I, 22701 

nés Ni Thos f29,25 3 | 92,56 4 662,25 812,56 1,22698 
NEUTRE a5 07 5 55,98 6 925,57 1135,98 1, 22744 

INS Se ae Osa sens 67,10 16 | 2402,21 2947,10 1, 22683 

MO VON DG RER. NS 1, 22706 

N° V...1 73,44 | 4] 74,59 5 | 793,44 974,59 | 1,22830 
Droits...) N° VI...! 94,65 | 4 | 99,32 5 | 814,65 999, 32 1,22670 
N° VIL..| 149,16 | 9 9,75 12 | 1769,16 | 2169,75 1,22644 
Movement antine 1,22714 


Les expériences contenues dans le tableau précédent ont été exécu- 
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tées comme on vient de l'indiquer; la deuxième et la troisième colonne 
donnent les rotations apparentes et le nombre de demi-circonférences 
qu’il faut y ajouter pour avoir la rotation elle-même ; la quatrième et 
la cinquième colonne donnent ces rotations totales pour les raies 
jaunes du sodium et la raie verte du thallium, et la dernière leur 
rapport. 

La température à varié entre 18 et 19 degrés. 

Il résulte de ce tableau que le rapport des rotations est le même pour 
les quartz droits et les quartz gauches, et qu’avec les deux sources 
employées ce rapport est sensiblement égal à 


142272. 


Plus tard, j’ai pu essayer encore deux quartz nouveaux, l’un droit, 
d'environ 177 millimètres, et l’autre gauche, de 99 millimètres. Ces deux 
quartz m’ayant paru de très-belle qualité, j’ai déterminé le rapport 
des rotations pour les mémes raies, et j’ai trouvé : 

Pour le quartz droit, a la température de 23 degrés, 


122756; 
pour le quartz gauche, à la température de 22 degrés, 
122799, 


Les deux expériences ont été faites avec un grand soin, à cause de la 
beauté des matières, et les résultats sont presque identiques. 

La rotation relative à la lumière jaune de la soude correspond évi- 
demment à une longueur d’onde intermédiaire entre celles des deux 
raies D, c’est-à-dire environ o™, 00058911; la longueur d’onde de la 
raie verte du thallium étant o™™, 00053488, le rapport des carrés des 


longueurs d’onde est 
589 ov 306 
eae ore ge 


Ce rapport diffère d’environ jg du rapport des rotations. On sait en 
effet que la dispersion ate varie plus vite que l’inverse des carrés 


des longueurs d’onde. 
Le tableau qui précède ne peut pas servir à déterminer les pouvoirs 
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rotatoires en valeurs absolues, parce que les quartz n’y étaient pas suf- 
fisamment réglés. J'ai fait un grand nombre de mesures à des tempé- 
ratures supérieures ou inférieures à 15 degrés, et je ne rapporterai 
que les moyennes des nombres qui ont été déterminés dans le voisinage 
de cette température. Il y a là une cause d’erreur à laquelle il faut 
prendre garde, parce qu’une variation de quelques degrés produit des 
changements de rotation parfaitement appréciables. Ainsi, avec le 
quartz n° IV, la moyenne des mesures relatives à la raie verte du thal- 
lium pour la température de 12°,5 était de 64°,64, la moyenne des 
mesures faites à 15 degrés a été 65°,68, et les mesures faites à la tem- 
pérature de 18 degrés ont donné 67°, 10. En faisant entrer en ligne de 
compte les nombres extrêmes, j'ai pris pour la température de 15 de- 
grés le nombre 65°, 80. Il y a d’ailleurs trop peu de différence entre 
‘cette température et celle (14 degrés) à laquelle on a déterminé les 
épaisseurs pour qu'il y ait lieu de faire la correction qui convien- 
drait. 

Dans le tableau qui suit, & désigne la rotation apparente ou le change- 
ment d’azimut, z le nombre de demi-circonférences qu'il faut ajouter 
pour avoir la rotation totale R, et R, est la rotation pour une épaisseur 
de 1 millimètre. 


Lumière jaune de la soude. 


-————_— qq | 
————_—— | —_—_—_____———__— 


ss... 


ss... 


Gauches... 


25,95 925,95 215927 
60 , 82 I 2400 , 82 AL Ti 

MOVONDE RES ere casos 21,723 
73,79 4 793,79 21,733 
94,20 4 814,20 21,736 
147,78 9 1767, 78 21,741 

MOYONRB RL. 21,737 
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Raie verte du thallium. 


QUARTZ. a n R R, 

| ONE 79,45 4 799,45 26,652 
NRA 91,79 4 811 20,0320 

Gauches 179 : 
| Noel ake 55,05 6 1135,05 26,633 
DORM ARES ela oc 65,80 16 2945, 80 26,641 
Moyenne |. -caeiyree Me scid 26,639 
| NAN Le 73,87 973,87 26,664 
Droits..... | NME 99,29 999,29 26,677 
NANTES Res creche 10,05 12 2170,05 26 ,699 
MOVONNE RSR TRACE 26,680 


Le rapport des rotations pour les moyennes des quartz droits est 
1,2263, les quartz gauches donnent 1,2274. Toutes ces différences 
tiennent, comme on peut aisément s’en convaincre par l’accord des 
expériences isolées, non pas au défaut d’exactitude des mesures, mais 
à la qualité des échantillons. En tenant compte de cette circonstance 
et en accordant une plus grande confiance aux nombres qui résultent 
des quartz les plus purs, je crois que la rotation imprimée par une 
épaisseur de 1 millimètre de quartz à la température de 15 degrés est : 


21°,73 pour la lumière jaune de la soude, 
26°,65 pour la raie verte du thallium. 


Le dernier chiffre doit être exact à moins d’une unité, ce qui fait une 
approximation de 555. 


Influence du mouvement de la Terre. — Je reviens maintenant a la 
question principale, l’intluence du mouvement de la Terre, dont je ne 
me suis écarté que pour montrer la précision à laquelle on peut par- 
venir dans la mesure des rotations. La sensibilité de la méthode devient 
bien plus grande encore lorsqu'on se propose, non pas d'évaluer la 
grandeur absolue d’une rotation, mais simplement de constater des 


Annales de l’École Normale. 2° Série. Tome I. 27 
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changements très-petits produits par une cause accessoire. Il suffit, par 
exemple, de faire une série de mesures dans une salle dans laquelle 
on vient d’allumer un foyer pour constater un accroissement rapide des 
rotations dû à l'élévation progressive de la température. Il en sera de 
même pour Vinfluence de la Terre, si elle produit un effet appréciable. 

J'ai fait d’abord plusieurs expériences par la méthode indiquée avec 
les quartz précédents et avec d’autres de moins bonne qualité; je déter- 
minais l’azimut de polarisation à la sortie des quartz, quand l’appa- 
reil était dirigé de manière que le passage de la lumière à travers le 
cristal se fit dans le sens ou en sens contraire du mouvement de la 
Terre. Comme le résultat a été constamment négatif ou douteux, je 
n’en citerai que quelques-uns. 


Première expérience. — 30 décembre 1869; de 1130" à minuit. 


On vise directement, sans prismes, la flamme d’un bec de gaz dans 
laquelle on a placé un tube de verre. On ajoute trois quartz gauches 
donnant ensemble une rotation d’environ 2240 degrés. Les nombres du 
tableau qui suit donnent l’azimut de l’analyseur qui produit l’extinc- 
tion dans les expériences successives. 


Source à l’ouest. Source à l’est. 
0 ! 
19.24 ass 
20.15 
19.52 
20. 1 
19.38 
20.15 
19.31 
19.26 
19.26 


I semble qu'il y ait une différence qui indiquerait une rotation plus 
grande quand la source est à l’ouest. (Les numéros des divisions du 
cercle marchent dans le sens du mouvement des aiguilles d’une montre.) 
Je Vai cru d’abord, bien que quelques-uns des azimuts de droite et 
de gauche soient à peu près identiques; mais, comme le changement 
que l’on cherche à manifester est d'environ <4, l'accord des nombres 
d’une même série n’est pas suffisant. 
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Deuxième expérience. — 8 janvier 1870; de 10430 à 11 heures du soir. 


On observe la raie verte du thallium avec prismes réfringents et 
quatre quartz gauches dont la somme des épaisseurs est d’environ 
177 degrés, ce qui donne une rotation de 4720 degrés. 


Source à l’ouest. Source à l’est. 
o ! 
+ 18.16 
18.31 
18.32 
On modifie un peu l'appareil : 
Source à l’ouest. Source à l’est. 
o ! 
o 1 19: 7 
81.29 
18.21 
18.37 


Cette expérience me parait démontrer que le changement, s'il existe, n’est 


pas de + degré, ce qui ferait sur la rotation totale une altération de 4,7. 


Troisième expérience. — 1° avril 1870; de 11215 à 115 45% du soir. 
P 7 


On ajoute les quatre quartz gauches du tableau, et l’on observe la 
raie verte du thallium, pour laquelle la rotation est de 4640 degrés. 


Source à l’ouest. Source à l’est. 


62.34! iS 

63. 2 
63.40 

63.10 
62.34 

63 
63.45 

G2.44 
63.44 

62.44 
63.31 

On modifie l'appareil : 
Source à l’ouest. Source à l’est. 

6 1 rs 

63.4 
63.26 

63.36 


27. 
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Nouveau changement : 


64.11 


ge 

Il me semble résulter de cette expérience que le changement n'est 
pas de + de degré, c’est-à-dire de + de la rotation totale. 

N’ayant pas alors à ma disposition un plus grand nombre de quartz 
homogènes de même sens, j'ai cherché à ajouter les rotations des quartz 
de sens contraires, ce qui m’a réussi avec une facilité inespérée. Il suf- 
fit pour cela de faire tomber la lumière polarisée sur une série de 
quartz de même sens, gauches par exemple, puis sur une lame de mica 
d’une demi-onde, et ensuite sur des quartz droits. De cette façon, le 
plan de polarisation tourne de la même quantité que si tous les quartz 
étaient de même sens (‘). Il est facile aussi de montrer que, si l’on 
adopte l'interprétation de Fresnel, l'influence de la Terre doit être la 
même que si tous les quartz étaient de même sens. En effet, la lumière 
incidente, qui est polarisée rectilignement, se partage en pénétrant 
dans les premiers quartz en deux rayons polarisés circulairement, l’un 
à droite, l’autre à gauche. Si ces premiers quartz sont gauches, le 
rayon circulaire gauche y marche plus vite que le rayon droit, de sorte 
qu’à la sortie il s'établit entre eux une certaine différence de marche A. 
Ces deux rayons, en traversant la lame d’une demi-onde, sont transfor- 
més, le rayon gauche en rayon droit et le droit en gauche. Le rayon 
droit, qui allait moins vite dans les premiers quartz, est devenu gauche 
dans les suivants et marche encore moins vite; il y éprouve une nou- 
velle différence de marche A’; le retard final est donc le méme que si 
tous les quartz étaient du méme sens. Si le mouvement de la Terre a 
pour effet d’augmenter ou de diminuer la différence de marche, l’in- 
fluence produite par les deux séries de quartz sera aussi la somme 
des influences produites séparément par les deux espèces de quartz. 

L'expérience prend ainsi une forme un peu paradoxale. En faisant 
traverser par un faisceau de lumière polarisée deux séries de quartz 
d’épaisseurs égales et de rotation contraire, la lumière émergente 
reste polarisée dans le plan primitif. Si cette lumière est étalée en 


(') MM. Fizeau et Foucault avaient réalisé cette expérience avec deux parallélépipèdes de 
Fresnel, dont !’effet est le même que celui d'une lame cristalline d’une demi-onde. 
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spectre, on reconnait que, pour une orientation convenable de l’ana- 
lyseur, on éteint le spectre tout entier. Il suffit alors d’intercaler 
entre les deux systèmes de quartz une lame de mica d’une demi-onde 
pour que le spectre soit couvert de bandes d’extinction. On a done 
dans une même expérience ces deux circonstances presque contradic- 
toires, de grandes épaisseurs de cristal qui ne produisent pas de diffé- 
rence de marche, et une lame extrêmement mince qui donne lieu à 
une différence de marche considérable. En tout cas, le phénomène est 
tellement net que j'ai cherché à l'utiliser. 


Quatrième expérience. — 15 avril 1870; de 11 heures à 11"30" du soir. 


On a ajouté les quartz droits n° V et n° VII; à la suite, on a mis le 
quartz gauche n° IV et une lame gauche peu épaisse, de manière à pro- 
duire à peu près la compensation, puis encore la lame n° II. Entre les 
deux systèmes est une lame d’une demi-onde, et l’on observe avec la 
lumière jaune de la soude. La rotation totale est d’environ 5785 degrés. 


Source à l’ouest. Source à l’est. 
o if 
191.22 A ae 
TOI 10 
191.37 
190 
191 a 17 
190 .20 
190 
2 190.32 
190 
7 190.36 
190 BPP) 
190.14 


On enlève le quartz n° II, ce qui rétablit la compensation. La rota- 
tion est alors de 5123 degrés. 


Même date, 1135" du soir. 


Source à l'ouest. Source à l’est. 

CP? 
Oley 130.31 

129-37 
130.07 

129.22 
12932 

128 


128.40 
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On prend pour source de lumière la raie verte du thallium. La rota- 
tion est de 6287 degrés. 


Même date, 1145" du soir. 


Source à l’ouest. Source à l’est. 
She. 49.21 

49 .36 é 

50.17 

50.26 ; 
50.27 

50.42 
50.10 

5o. 4 


Si l’on reconnait que ces expériences démontrent que le changement 
de rotation n’est pas de + de degré, il en résultera que le mouve- 
ment de rotation n’altère pas de 35455 le pouvoir rotatoire du quartz, 
c’est-à-dire d’une quantité quatre fois plus faible que celle que l’on 
obtiendrait en appliquant à la propagation des ondes polarisées circu- 
lairement la formule démontrée par Fresnel pour le cas des corps 


isotropes. 


Je ne veux déduire aucune conséquence théorique des expériences 
contenues dans ce premier Mémoire, mais on reconnaitra, j’espere, que 
quelques-unes de ces expériences ont été faites avec un degré de pré- 
cision qu'il est difficile de dépasser, et que l’on peut énoncer comme 
conclusion la proposition suivante : 


« Les phénomènes de réflexion de la lumière, de diffraction, de 
double réfraction rectiligne et de double réfraction circulaire sont 
également impuissants à mettre en évidence le mouvement de transla- 
tion de la Terre quand on opère avec la lumière solaire ou avec une 
source de lumière terrestre. » 


SUR L'INTÉGRATION 


DES 


FRACTIONS RATIONNELLES, 


Par M. HERMITE, 


MEMBRE DE L'INSTITUT DE FRANCE. 


Le procédé élémentaire d'intégration des fractions rationnelles LE 


peut être présenté sous une forme telle, que la résolution de l'équation 
F(x) = o ne soit plus nécessaire pour le calcul de la partie algébrique 
de l’intégrale, mais seulement pour en obtenir la partie transcendante. 
Dans ce but, on mettra d’abord le dénominateur, au moyen de la théo- 
rie des racines égales, sous la forme suivante : 


F(x) = Att Be. Lin, 
A, B,..., L étant des polynômes tels, que l’équation AB...L =o n'ait 
que des racines simples, et l’on fera ensuite 


F(z) mT Att Bre LY’ 


P, Q,..., S'étant des fonctions entières. 
Cel 6, l’intégral Lu se traitera comme il suit: nous effec- 
cela posé, l'intégrale | 5; se tral *omme il suit: nous ; 


tuerons sur A et sa dérivée A’ les opérations du plus grand commun 
diviseur, de manière à obtenir deux polynômes G et H, satisfaisant à 


la condition 
AG = A’E NA 
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Nous formerons ensuite deux séries de fonctions entieres : 
Vos Vis AO } Vis 
| AL AUS PR ET 


par ces relations, où les polynômes Q, Q,, Q:,... sont entièrement arbi- 


traires, savoir : 
aV,—= HP— AQ, 


(a — di HP, — AQ, 
(a =< 2) V, = HP, — AQ:, 
Vs — HP: 7. AO 9: 
P,— GP RE A'Q 2 Nos 
R= GE AQU, 
P, — GP,_, ay A’ Oger Pad 2 4 ae 
Maintenant je prouverai qu’en faisant 


V =— V, + AV, + A?V,-+. et AVS 
ig Ps 


on a l’égalité 


d’où 


de sorte que +; est la partie algébrique de l'intégrale proposée, et 
Ud. : 
{=< la partie transcendante. 
A cet effet, j’élimine G et H entre les trois égalités 
AG —A’H=1, 
(a — Vi HP; — AQ,, 
P;,,— GP; — A'Q, — V: > 
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ce qui donne 
AP;.. == Pp; (a == t) A’ V;— AV:. 


Or on peut écrire cette relation de la manière suivante : 
P; Pi = V; : 
Ag Ax Ae ; 


En supposant ensuite : — 0, 1, 2,..., a—1 et ajoutant membre a 
membre, nous en conclurons 


beech ee À SAME 


AMEN CN, ese 
Ae) A Fey 


ce qui fait bien voir qu’on satisfait à la condition proposée 
eee Ne NE 
a A \ Ae 


Wee Wee AV, + AV, +... MAIN. 
(rie 


par les valeurs 


comme il s'agissait de le démontrer. 

Jai dit que les polynômes Q, Q,, Q.,... étaient arbitraires; on pourra 
donc en disposer de manière que les degrés Vy, V,, V:,..., V,_, soient 
moindres que le degré de A; on pourra aussi les supposer tous nuls, 
ce qui donnera, par exemple, 


aV, = HP, 
aœ(æ—1)V;=H{[(4G — H’) P — HP], 


Ces deux suppositions se concilient dans le cas de l'intégrale 
d. : ves eG ; 
= que je choisis comme application de la méthode. Nous 
eal) | 


aurons alors 


GEST H = —-; 
2 
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puis successivement 


(2—1)Vi= 22, 
2a 
(2a—1)(2a—3) x 
(æa—2)V= 2a(24%—2) =. 


P= 75 
P, 2a—I1 
2a 
(2a —1)(2a%—3) 
P, > 
2a(2%—2) 
RE LR TA OEM = 
P. (2a—1)(2a—3)...3.1 


2a(2a—2)...4.2 


Nous retrouvons ainsi la relation bien connue, à laquelle on parvient 
ordinairement au moyen de l’intégration par parties, savoir : 


ii dx = Ee ee ner oe 


aban VE 2:40. 2 2(x +1) 


I 2a—1 4 +1 24 —1)(2&—3)(x?+1} 
«| a+ ( J(2œ—3)(a+1) a 
a 2% a—i _2a(2a— 2) a—2 


(Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série, t. XI.) 


MÉMOIRE 


SUR LA 


THÉORIE DES COURBES GAUCHES, 


Par M. H. LAURENT, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE ET REPETITEUR A CETTE ÉCOLE. 


Soient 


x, y; z les coordonnées d’un point m d’une courbe gauche (A); 
s l’arc de cette courbe; 

R son rayon de courbure; 

T son rayon de torsion. 


Par le point m menons trois axes rectangulaires faisant avec les axes 
de coordonnées des angles dont les cosinus seront désignés par a, a', a”, 
b, b',b", 0, c’, c’; le premier axe (a, a’, a”) sera tangent à la courbe (A), 
le second (b, b', b”) sera dirigé suivant la normale principale, le der- 
nier (c, c’, c”) sera dirigé de telle sorte que le système d’axes passant 
en m puisse coincider en direction avec les axes de coordonnées. 

On aura le système de formules suivant dû à M. Serret : 


da __b da’ _b! da” __ 6" 
(4) As = ds Re dsi=” R? 

ee ee eee ye eer ee eat ae 
(2) mr Top dsor— \B. 7)? dea RS FT; 
3 deb de' _b de" bp 
Sib gery ae” Wer OT 


28. 
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Si l’on suppose que le point m se déplace, le système des axes pas- 
sant en m va prendre un mouvement héligoidal dont il est facile de 
calculer les éléments. Si l’on pose en effet 


| dsp=cdb + c'db' + ce’ db" =— bde — b'de' — b" dc", 
(4) dsq = ade + a'de' + a’ de" =— cda — e'da' — ce" da’, 
dsr = bda + b' da + b” da” =— adb — a’ db’ — a” db”, 


pds, qds, rds ne seront autre chose que les rotations instantanées qui 
servent à faire coincider les directions des axes relatifs au point m avec 
les directions des axes relatifs au point infiniment voisin pris sur la 
courbe (A). 

En remplaçant da, db,... par leurs valeurs tirées de (1), (2) et (3), 
on trouve 


I ji 


(4 bis) PSE Ree 0 TR: 


l’axe instantané de rotation est donc perpendiculaire à la normale 
principale, et la génératrice de l’hélice osculatrice qui lui est parallèle 
est située dans le plan de la tangente et de la binormale. Si l’on désigne 
par z l’angle que la tangente fait avec cette génératrice, on aura 


(5) langi=— p> 


et la rotation instantanée sera donnée par la formule 


: R?+ T: I ‘ 
(5 bis) 6) Vie + 7 RT T coséci. 


Ceci posé, considérons une droite représentée par les équations 
(6) X=E+)9, Y=n+Np, Z=C+2)"p, 


où X, Y, Z désignent les coordonnées courantes, pe la distance du 
point X, Y, Z au point &, 4, 6 situé sur la droite et À, 2’, X’ les angles 
que fait la droite p avec les axes de coordonnées. 

Supposons que &, n, €, À, 2’, 2” soient fonctions de l’are s de la 
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courbe (A). Pour que la droite (6) engendre une développable, il faut 
que les équations (6) soient compatibles avec leurs différentielles 

o — dË + Adp + pd, 
(7) o = dn + X dp + pdx, 
\ o= dé + X’dp + odd’; 


pour exprimer cette condition, il faut éliminer X, Y, Z, p, do entre (6) 
et (7), ce qui donne 


d£ dn d& 
(8) ak Ok aX’ v=o. 


erg aay 2 


Si À, 0’, ” sont donnés, (8) est une équation différentielle à laquelle 
doit satisfaire le point &, n, ¢. Cette formule va nous permettre de 
résoudre quelques questions relatives à la théorie des courbes gauches. 

Cherchons, par exemple, en quel point x de la normale principale 
a la courbe (A) il faut mener une parallèle à l’axe de l’hélice oscula- 
trice pour obtenir une surface développable. [ Pour abréger le discours, 
j'appellerai cylindre osculateur le cylindre sur lequel est tracée l’hélice 
osculatrice, bien que ce cylindre ne soit pas celui qui a le contact le 
plus intime avec la courbe (A)]. 

Appelons Z la distance du point nz au point 72, / sera notre inconnue 
et l’on aura 


(9) Ex tb, nay +l’, C=2-+ lb’, 


d’où 
dE = ads + ldb + bdl..., 


+ 


et, remplaçant db par sa valeur (2), 


Hors — tas ( + g) + bal 
(10) dn =a! ds — lds ( + 5) + at 


(4 


b dG sta? ds = Ids (+ £ +b’ dl; 


\ 
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d’un autre côté, si l’on appelle à, 2’, 2” les cosinus des angles que fait 
l'axe de l’hélice osculatrice avec les coordonnées, on aura 


ai+ a'X + a”}"—= cosi, 
(11) bi + WN + BW =0, 
eÀ+ oc! + ce’ =—sini, 
d’où l’on tire 


(12) A=acosi+esini, N—acosi+c'sini, N— a" cosi + e’sint. 


En différentiant ces formules et en ayant égard à (1), (5), on a 


di =($ cosi + Le sini) ds + (a cosi — a sint)di, 


T 
(13) an =($ COS i + 7 sini) ds +(d cosi — a sint)di, 


dif = (F cosi + 2 sin ) ds + (c”cosi — a”sini)di; 
portant alors dans (8), à la place de A, 2’, d”, &, n, 6, leurs valeurs et 
développant, on trouve d’abord 


(14)  dMN dé —d'dn)+ dN(N' dE — Adt) + d\’(Adn — N dE) — 0, 
puis 


WV dé — X’dn =(a cosi + c' sini)| a’ ds — lds (F -- T) - bral | 


—(a" cosi + ot sini)| a! ds = Las (Te Fa 5) ms val], À 


et, en tenant compte des relations connues b’c’ — c'b”=a,. 


.. 


WV dé — V’dn = b sini ds — Las (R sini — = cosi) + dl(c cosi — a sin‘), 


; AS bre , ; 
A dE — À dé = b sinids — lds (TE sin — = cosi) + dl(e cosi — a’ sini), 


(/4 


? hee re : 
À dn — N di = b’ sinids — lds (i sini ae cosi) + dl(c” cosi — a’ sini); 


SUR LA THÉORIE DES COURBES GAUCHES. 223 


à l’aide de ces formules et de (13), (14) devient 
dldi — ide| (5 — F sini cosi + a (sin?z cos*i)| 
ae : I AN 
+ (i sini cost + — sini) ds*= 0, 


R is 
Eliminant de là l’angle i au moyen de la formule tangi = — si on 
trouve | 
; soe i ._ TdR—RaT 
COS f= —————— Sn. SS ae Pal he ns 
ee ne CC” 


et, par suite, (15) devient 
(16) di(RAT — TdR) =o. 


Cette équation, qui n’est autre que la condition (8), peut étre satis- 
faite : 

1° En posant 

dl= 0° ‘ow T= Const, 
2° En prenant 
RdT — TdR — 0; 

si l’on prend /— const. et en particulier /= o, on voit d’abord que 
la génératrice du cylindre osculateur décrit une surface développable, et 
que si sur la normale principale on prend une longueur constante, si 
par le point ainsi obtenu on mène une parallèle à l’axe de l’hélice oscu- 
latrice, cette parallèle décrit une surface développable quand le point m 
se meut sur la courbe (A). 

Si la courbe était de telle nature que l’on eût 


RdT —TdR—=o ou = = const., 


la parallèle à l'axe de l’hélice osculatrice menée par un point quel- 
conque de la normale principale décrirait une surface développable, 
et, en effet, dans ce cas la courbe (A) est une hélice. 

L’axe de l’hélice osculatrice ne décrit pas, en général, une surface 
développable; en effet, si la distance / de cet axe au point m satisfai- 
sait à (16), il faudrait que / fût constant, le rayon de l’hélice oscula- 
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trice serait constant, et l’on aurait entre /, la courbure et la torsion les 
relations 


l : l ’ a 
in) ai ROR ang! =~ p: 
d’où 
R= a (T? +R’), 
ou enfin 
(17) pie = const. 


Cette équation définit évidemment une infinité de courbes; toute 
surface contiendra évidemment trois systemes de lignes principales 
jouissant de la propriété dont nous venons de parler, car l'équation (17) 
est évidemment du troisieme ordre. 

L’aréte de rebroussement de la surface développable, lieu des géné- 
ratrices des cylindres osculateurs, est facile à trouver; il suffit, en 
effet, de chercher le lieu des intersections des droites (6) et (7) en pre- 
nantë = x, n —=7, 6 = 2; (6) et (7) deviennent alors 


(6 bis) X=—=x+pÀ..., 


(7 bis) o— ads + pdh+idp...; 


on élimine facilement dp en multipliant la première équation (7 bis) 
par dd, la seconde par d)', la troisième ‘par dd”, et, en ajoutant, on 


trouve 
___ adi+a'dX +a"dx" | 
Rasa dra 


en remplaçant à, 2’, ” par leurs valeurs (12), on obtient 9 en fonction 
de R et T, 
TYT+R 


P = RAT — TR 


La surface développable que nous venons de trouver n’est autre chose 
que l'enveloppe des plans normaux aux plans osculateurs de la courbe (A) 
menés par la tangente à cette courbe, ou, si l’on veut, l'enveloppe des 
plans qui passent par la tangente et la binormale. 
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La courbe (A) est une ligne géodésique de cette surface, car son plan 
osculateur est normal au plan tangent de la surface en question. 

Lorsqu'on a un système de droites formant une surface réglée, le 
premier membre de (8) n’est plus nul, mais il est proportionnel à la 
plus courte distance À des deux droites infiniment voisines; la distance 
exacte À est alors donnée par la formule suivante : 


(18) hh (Naa — AN) + dn(N'dà— Ada’) + dé(AdN — NAD). 
VON — 0 dX)? + (0d — dd”) + (KAN — 2 dd)” 


quant à l'équation même de la droite sur laquelle se mesure la plus 
courte distance, on l’obtient par les considérations suivantes : 


AME Min) A — Le 


est l'équation d'un plan passant par le point &, », &; exprimons qu’il 
est parallèle : 1° à la direction à, 2’, X” de la droite (6); 2° à la direction 
i dN — X di" 
VEN dW — Wd") 
distance de deux droites (6) infiniment voisines, nous aurons 


-»+++ de la droite sur laquelle se mesure la plus courte 


AA+ A’) + A’ —o, 
A(N di — Wadd) + A (2d) —2d2”) + A" (Ad —N di) = 0, 
et nous aurons, en observant que Ad) + ddd’ + 4’ dd" est nul, 
(19) (X —£)d’-+(¥ —n)d +(Z —E)dX" =o. 
Voila l’équation d’un premier plan contenant la plus courte distance 


de deux génératrices infiniment voisines; on aura l’équation d’un 
second plan en posant 


Bi fa dt) 2 BY = n dm) + B'(Z Ed )—0, 
et l’on aura comme tout à l'heure 
B(A + dd) + B'(X + di’) + B’(2" + dd”) =0, 
B(X dd” — X'dN)+ Bi(2" dd — dd”) + BY( Ad?’ — 0’ d2”) = 0, 


(X —E— d&)(da— Ads) 
+(Y¥—n—dn)(d¥ —WAds*) + (Z—t — dt)(d0” — Ads?) = o,| 
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où nous posons pour abréger 


Ads’ = d} + d\?+ di”. 


On peut remplacer cette dernière équation par celle que l’on obtient 
en soustrayant (19) et l’on a 


; ny. dAdë + dX dn + dX"dé __ 


Appliquons les formules (18), (19), (20) à la normale principale de 
la courbe (A), nous aurons 


À — b, v= b’, ie = b’; 


quant à dd, dd’, dd”, ils seront donnés par les formules (2). Les for- 
mules (18), (19), (20) deviendront alors, en observant que —=2,..., 
dé => HO 


pe gens frs ou Ras 


: t= ———- 
1 + + VR=T: 
T? Rk? 


On peut, si l’on veut, introduire l’angle z dans cette formule, et l’on 
voit que l’on a 
(21) h = ds cosi. 
Ainsi la plus courte distance de deux normales principales est égale à la 
projection de l’are décrit par le point m sur l’axe del’ hélice osculatrice, 


ou, st l’on veut, sur la génératrice du cylindre osculateur. 
La formule (19) devient 


(22) Ra +R) NE +p) + (SE + F) =o, 
la formule (20), 


: RT? 
3 D(X—x)+b'(Y— y V(Z — 3 a — 
(23) (K-#)+0(VY—y)+0(Z—2)+ pa =o. 


On peut observer que le terme 


T': 
rap est le rayon & du cylindre 
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osculateur ('). Les formules (22), (23) recoivent alors une interpré- 
tation géométrique remarquable : supposons que X, Y, Z soient les 
coordonnées du point où se compte la plus courte distance, en appe- 
lant x la distance de ce point au point m de la courbe (A), les for- 
mules (22) et (23) donneront 


(24) a+ cos(u, ds) + T 008( Uy Ni] =o, wucos(u, P)——K, 
N désignant la binormale, P la normale principale. Or cos(u, P) =—1, 
donc u =/, donc 

L’axe de Vhélice osculatrice passe par le point où se compte la plus 
courte distance des deux normales principales infiniment voisines. 

L’équation (24) est une identité, si l’on place le point X, Y, Z à 
Vendroit où se mesure la plus courte distance en question; mais, si on 
le place en un point quelconque de la plus courte distance, on voit 
que: st sur la tangente et la binormale on porte des longueurs, respec- 
tivement proportionnelles a la courbure et à la torsion, les projections de 
ces longueurs sur le rayon vecteur de la plus courte distance de deux 
normales principales infiniment voisines, issues du point m, seront égales, 

Enfin il est bon d'observer que les coefficients directeurs de la plus 
courte distance de deux normales principales infiniment voisines sont : 


€ — _—e 
GY ag a KR 


En appelant « l’angle que fait la droite en question avec la tangente 
en m à la courbe (A), on a 


ah R 
cose = = een 
I I VR:+ T° 
FT 
(1) On a en effet : : 
RTS pros 
d'où l’on tire E RT? 
EVANS 1 Bons. En eee 
sin’? = pp R sin?i — Ur E 


20. 
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on trouverait de même pour le cosinus de l’angle &’ que fait la même 
direction avec la binormale — en a? donc l’angle € n'est autre 
chose que celui que nous avons désigné par i, et l’on en conclut ce 
théorème : ù 

Laxe de l'hélice osculatrice est la droite suivant laquelle se mesure la 
plus courte distance de deux normales principales voisines. 

Cherchons maintenant par quels points des binormales il faudrait 
mener des paralléles aux normales principales, pour que leur lieu fût 
une surface développable. 

En appelant &, », & les coordonnées de l’un de ces points p. situé sur 
la binormale du point m, on a 


(25) —=x+le, n=ystle’, É=z+lc", 


/ désignant la distance des points m et ». La condition pour que le 
lieu des parallèles aux normales principales passant en p. soit une sur- 
face développable s’obtiendra en faisant dans (8) 


a b, A b’, ce Hs 


on trouve alors 

(26) Br R)+ (re (F —F) =o. 

Or de (25) on tire 

ROSE ide Meer ae +14 ds+edl, 

(27) dn = a" ds + lde' + c'dl =a'ds +1 ds + cd, 
dé = a" ds + ldce"+ cdi = a" ds Se ds + ce’ dl; 


(26) devient alors 


ou bien 


: R 
(28) = fr ds =— | cotids. 
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Les points » forment donc une infinité de courbes toutes tracées sur 
le lieu des binormales; si nous considérons l’une de ces courbes en 


particulier, celle qui coupe la courbe (A) en m, l'intégrale fre est 
nulle. 
Des équations (27) on tire successivement 


(29) adé + a! dn + a" dé — ds, 
ee) bdi + L'an + bY dt = à ds, 

; R 
(31) cdë + c'dn + cd = dl = x ds. 


Si l’on désigne par de l’élément de la courbe, lieu des points p, on 
aura 
(32) do? = ds + — is — ds? ae _ ds?, 

Pour abréger le langage, j’appellerai courbes (B) les lieux des points. 
Si l’on considère la courbe (B) qui passe en m, on aura/=o en ce 
point et l'équation (30) montre que : 

La courbe (B) a pour normale au point m la normale principale de 
la courbe A, et la formule (32) donne 


do _ R+T? 
eG 


c’est-à-dire ds = do cost en valeur absolue. Du reste la formule (32) 
permet de calculer ¢ au moyen des quadratures; la formule (29) pour 
/ =o donne 


ds cis 
ISIN, 


cos(ds, do) = me 


On voit done que la courbe (B) au point m est coupée Srmogonalement 
par la génératrice du cylindre osculateur ('). 
Cherchons maintenant les arêtes de rebroussement des surfaces déve- 


(') Il ne faut pas oublier le sens que j’attache au mot osculateur, uniquement en vue de 
simplifier le langage. 
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loppables que nous venons de trouver. Les équations d’une génératrice 
sont À rj (4 (4 
X=zx+lce +pb, Y=7+ lc +b’, Z=2+lc"+pb"; 
les équations de la génératrice infiniment voisine peuvent être rem- 
placées par . 
b ane 
o—ads + en ds+l y ds + b dp She F)& 
b' ; feet 
o=a'ds + en ds + Ep ds + b dp — (RT) a 
b” a” " 
o — a” ds + er ds+ l T + b”do —p (5 + FT) 
Pour déduire p de là, il suffit de multiplier par a la première equation, 
par a’ la seconde, par a” la troisième et d’ajouter : on a alors 
o= ds — 4 ds, 
ou bien p = R. Les arêtes de rebroussement cherchées ont donc pour 
équation 
X=27+6R +e fre 


(33) V=r+bR+e [ras 


Sst uR+e' [5 ds 


et l’on voit que le lieu des arêtes de rebroussement des développables 
en question est une surface réglée obtenue en menant par les centres 
de courbure des droites parallèles aux binormales. En d’autres termes : 

Le leu des arêtes de rebroussement des surfaces développables, lieux des 
parallèles aux normales principales menées par les binormales, est la sur- 
face polaire de la courbe (A). 

On peut encore énoncer ce fait de la manière suivante : 

St par deux points pris respectivement sur deux binormales infiniment 
voisines on mêne des parallèles aux normales principales correspondantes, 
la rencontre de ces deux droites, si elle a lieu, ne peut avoir lieu que sur 
la surface polaire. 
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Par M. A. CORNU, 


PROFESSEUR A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 


1. Le présent travail a pour objet l'étude géométrique de la marche 
des rayons lumineux dans un prisme réfractant la lumière suivant une 
loi quelconque; le but qu’il atteint est le développement d’une mé- 
thode générale permettant de déterminer expérimentalement les élé- 
ments géométriques d’un rayon lumineux traversant un milieu réfrin- 
gent donné, indépendamment de toute connaissance sur la nature de 
la surface d’onde de ce milieu. L'importance de ce problème n’échap- 
pera point aux physiciens ni aux géomètres qui connaissent les desi- 
derata de l’Optique relativement à la détermination théorique de la 
forme de la surface de l’onde lumineuse et qui comprennent que la 
grande probabilité en faveur des résultats d’Huyghens et de Fresnel 
n'exclut nullement la nécessité d’un contrôle expérimental indépen- 
dant de toute hypothèse. 

Cette méthode d'observation a été déduite de la discussion des équa- 
tions de la théorie élémentaire du prisme : les théorèmes géomé- 
triques qui s’en dégagent permettent de traiter avec facilité les cas les 
plus usuels et les plus utiles au point de vue expérimental, par 
exemple le cas du minimum de déviation et celui d’une légère incli- 
naison des rayons par rapport à la section droite du prisme; l'étude de 
cette dernière question a conduit, avec une simplicité inattendue, à la 


solution du problème général. 
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L’étude de la réfraction faite indépendamment de la forme de la 
surface de onde a été, comme la remarque en avait été faite dans des 
Recherches sur la réflexion cristalline (*), une source de simplifications 
considérables : l'introduction, dès le début, de la nature spéciale de 
cette surface eût compliqué inutilement les calculs et empêché d’aper- 
cevoir les théorèmes généraux indépendants de la forme de l'onde. 


2. Ce Mémoire est divisé en trois Parties : 

La première contient l'étude géométrique de la marche des rayons 
parallèles à la section droite d’un prisme, particulièrement dans le cas 
du minimum de déviation. 

La seconde comprend la même étude dans le cas de rayons légère- 
ment obliques sur Ja section, ainsi que la solution générale du pro- 
blème optique. 

La troisième, plus spécialement expérimentale, renferme l'applica- 
tion des théorèmes démontrés précédemment à l’étude de la surface 
d'onde du cristal qui se prête le mieux à ce genre de vérifications, le 
spath d'Islande. 


Observations préliminaires. 


3. Définitions des éléments d’un rayon lumineux. — Avant d'entrer 
dans l’étude optique du prisme, rappelons la définition de ce qu’on 
nomme les éléments géométriques d’un rayon lumineux dans le système 
des ondulations. 

On ne considère pas, à proprement parler, comme type le plus 
simple un seul rayon lumineux, mais un faisceau de rayons parallèles 
dus à la propagation d’une onde plane. Cette onde plane, dans le cas 
d’un milieu quelconque homogène, se propage parallèlement à elle- 
même avec une vitesse uniforme, mais variable suivant l'orientation 
de son plan par rapport à certaines directions caractéristiques de la 
constitution optique du milieu. On obtient une image représentative 
de cette variation de vitesse en considérant la surface enveloppe des 
positions qu’occuperait, au bout de l’unité de temps, une onde partie 


(*) Annales de Chimie et de Physique; 1867. 
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9 . 
d’un point fixe et se propageant successivement dans toutes les direc- 
tions. 


4. Cette enveloppe, nommée surface de l'onde, n’est pas seulement 
une conception géométrique simplificative, elle représente, comme on 
le démontre aisément, la forme même de l’onde que produirait, dans 
certaines conditions, un ébranlement produit au centre considéré. 

Cette enveloppe définit en outre une direction importante : l’onde 
plane étant donnée, si l’on considère l’une des surfaces d’onde à la- 
quelle elle est tangente, la direction qui joint le point de contact au 
centre de la surface est ce qu’on nomme la direction lumineuse efficace. 
On démontre en effet que le mouvement vibratoire d’une onde plane 
limitée ne se transmet pas d’une position à la suivante, selon la per- 
pendiculaire à la direction commune, mais suivant la direction oblique 
qu’on vient de définir : c’est là réellement l’axe du faisceau lumineux. 


5. En résumé, un rayon lumineux produit par la propagation d’une 
onde plane dans un milieu quelconque homogène est en général oblique 
sur le plan de l’onde; pour le définir complétement au point de vue 
optique, indépendamment de la nature de sa surface d’onde, il suffira 
de connaître trois éléments : 

1° La vitesse suivant la normale à l’onde plane (*); 

2° L’angle de direction lumineuse efficace avec cette normale; 

3° L'orientation du plan parallèle à cette normale et au rayon 
efficace. 

Le problème à résoudre est la détermination expérimentale, mais 
exclusivement géométrique, de ces trois éléments d’un rayon, qui suit, 
comme on le voit, une loi de réfraction dite extraordinaire. 


6. Discussion des méthodes expérimentales utilisées pour la détermi- 
nation des éléments géométriques des rayons lumineux. — 11 semble au 
premier abord que la méthode d’observation imaginée par Malus dans 


(‘) A proprement parler, il faudrait connaître la vitesse normale en grandeur et en direc- 
tion, ce qui ferait trois éléments et non pas un seul; mais, suivant la construction d’Huy- 
ghens, le raccordement des ondes le long de la surface de séparation impose deux conditions, 
de sorte que, dans les problémes de réfraction, la connaissance de la grandeur de la vitesse 
normale définit la direction de l’onde plane. 

Annales de l'Ecole Normale. 2° Série. Tome I. 30 
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son étude du spath d'Islande, et reproduite depuis sous bien des formes, 
soit la plus directe et la meilleure : elle donne en effet immédiatement 
la direction lumineuse efficace, c’est-à-dire la partie du rayon lumi- 
neux directement accessible à observation; mais elle a le grand incon- 
vénient de ne pas définir I’élément géométrique vraiment simple du 
problème, celui auquel s’applique la Joc des sinus, à savoir le plan. 
d'onde du rayon. Aussi cette méthode ne peut servir qu’à faire des 
verifications et non pas des déterminations de surfaces d’onde; en effet, 

les données expérimentales qu’elle fournit pour chaque rayon sont au 

nombre de deux (le point d’incidence et le point d’émergence), tandis 

qu’il en faut trois pour la détermination complète du rayon. L’insuffi- © 
sance de cette méthode s’apercoit immédiatement en remarquant que 
la connaissance d’un rayon intérieur ne permet de calculer les rayons 
émergents correspondant à des faces d’incidence ou d’émergence don- 
nées que si l’on connaît le troisième élément, la vitesse de l’onde 
plane correspondant au rayon, c’est-à-dire l'indice de réfraction de 
l’onde. On juge par là que, si la forme de l’ellipsoide d’Huyghens repré- 
sentant l’onde extraordinaire dans le spath d'Islande n'avait pas été 
connue d’avance, Malus n’aurait probablement rien tiré de ses obser- 
vations. 


7. On peut faire une autre objection toute pratique à cette méthode, 
c'est que sa précision est assez limitée; d’ailleurs füt-elle à la fois pré- 
cise et complète, elle serait presque toujours en défaut, à cause de la 
dimension considérable de l’échantillon qu’elle exige : les cristaux 
naturels ou artificiels sur lesquels il est intéressant de faire ces études 
sont en général beaucoup trop petits pour se prêter utilement à de 
semblables mesures. 


8. La méthode des déviations par un prisme taillé dans la substance 
à étudier offre les avantages pour ainsi dire complémentaires de la 
méthode de Malus; elle définit aisément l’onde plane et sa vitesse, 
mais elle ne paraît pas au premier abord susceptible de fournir les 
éléments du rayon lumineux efficace; en effet, on est réduit à n’obser- 
ver les rayons qu'avant leur entrée ou après leur sortie du milieu 
réfringent, dans un milieu, l'atmosphère, où la normale à l’onde 
coincide avec la direction efficace. On pourrait, il est vrai, suivre 


fe 
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chaque rayon lumineux dans l’intérieur du prisme, déterminer la po- 
sition du point d'incidence et du point d’émergence, et en déduire 
les éléments du rayon réfracté; mais cette méthode mixte, déjà peu 
exacte, comme on vient de le dire, avec des épaisseurs considérables 
du milieu réfringent, serait tout à fait grossière appliquée à des prismes 
dont l’épaisseur maximum ne s’élève qu’à un petit nombre de milli- 
mètres. 


9. L'étude des déviations angulaires par le prisme se prête, au con- 
traire, à une grande exactitude de mesures, même avec des échantil- 
lons de dimensions si petites que la biréfringence y paraît au premier 
abord insensible. On va voir, par ce qui suit, qu’on peut réduire à des 
observations purement angulaires la détermination géométrique com- 
plète du rayon réfracté intérieur que la méthode de Malus résout d’une 
manière incomplète, même en apportant toutes les complications d’un 
véritable levé trigonométrique. 


PREMIÈRE PARTIE. 


ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE DE LA MARCHE DES RAYONS DANS UN PRISME RÉFRACTANT SUIVANT 
UNE LOI QUELCONQUE. RAYONS PARALLELES A LA SECTION DROITE DU PRISME. 


Application de la construction d’ Huyghens. 


10. Des lois de la réfraction des ondes planes dans les milieux ho- 
mogenes quelconques on déduit les résultats suivants : 

1° Une onde plane réfractée par une ou plusieurs surfaces planes reste 
toujours plane, c’est-à-dire un faisceau de rayons parallèles reste tou- 
jours un faisceau de rayons parallèles après un nombre quelconque de 
réfractions à travers des surfaces planes. En particulier, à la sortie 
d’un prisme à faces rigoureusement planes, les rayons émergents sont 


parallèles g’ils étaient à l’entrée. 
30. 


236 REFRACTION A TRAVERS. UN PRISME 


2° La direction d’une onde plane aprés un nombre quelconque de 
refractions ne dépend que de la valeur des différentes vitesses normales que 
possédait cette onde dans son passage aux différents mulieux. Elle est 
absolument indépendante des deux autres éléments qui définissent la 
direction lumineuse efficace. En particulier, dans un prisme placé dans 
l'air, la direction du rayon émergent correspondant à un rayon inci- 
dent donné ne dépend que de la valeur de la vitesse normale de l’onde 
réfractée; mais si le rayon est déterminé comme direction, il ne l’est 
pas comme position absolue dans l’espace, car la direction: lumineuse 
efficace subit deux brisures que la loi précédente ne définit pas. 


11. La construction d’Huyghens résume et complete ces résultats : 
elle détermine non-seulement les ondes, mais aussi les rayons lumineux 
correspondants. Rappelons brièvement le principe de cette construc- 
tion : autour de chaque point d’incidence du rayon lumineux efficace 
sur un plan réfringent comme centre, on trace les surfaces d’onde des 
deux milieux en présence; à l’aide de ces deux surfaces on exprime 
géométriquement que l’onde plane se brise en pénétrant dans le milieu 
suivant, de manière que ses deux segments, tangents respectivement 
aux surfaces d'onde qui représentent leur vitesse actuelle, se raccordent 
suivant une droite commune sur le plan de séparation des milieux : le 
rayon réfracté est défini par la droite joignant le point d'incidence au 
point de contact de l’onde. On répète cette construction à chaque nou- 
veau plan de séparation des milieux. 


Cas des rayons parallèles à la section droite du prisme. 


12. Considérons d’abord le cas de rayons incidents parallèles à. la 
section droite du prisme. Le problème de la marche des rayons se 
ramène alors à la Géométrie plane : l’onde incidente étant parallèle à 
l'aréte du prisme, l'onde réfractée et l'onde émergente le sont égale- 
ment et sont par conséquent entièrement définies par leurs traces sur 
le plan de la section droite. 

Quant à la surface d'onde, il n’est pas nécessaire de la définir com- 
plétement, il suffit de connaitre l'enveloppe de toutes les ondes paral- 
lèles à l’arête du prisme, c’est-à-dire de connaître le cylindre circonscrit 
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à la surface d’onde parallèlement à cette direction; on peut appeler 
ligne d'onde la base de ce cylindre dont la considération suffit pour ce 
qui va suivre. 

On simplifiera notablement la construction d’Huyghens, qu'il faut 
appliquer successivement à chaque face du prisme, en considérant 
exclusivement celui des rayons qui passe par l’arête, ce qui n’apporte 
aucune restriction, tous les autres lui étant parallèles. Le même cercle 
de rayon 1 (vitesse des ondes dans le milieu extérieur) et la même 
ligne d’onde peuvent alors servir à la fois pour les trois rayons inci- 
dent, réfracté et émergent. Le rayon incident OE ( fig. 1) étant donné, 


on construira l’onde incidente en menant, par le point E où le rayon 
prolongé au dela de l’arête O coupe le cercle, une tangente à ce cercle; 
puis l’onde réfractée HRH' en menant, par l'intersection H de l’onde 
incidente et de la face d’entrée MO prolongée, une tangente à la ligne 
d'onde. Cette tangente, prolongée jusqu’à la trace de la face de sor- 
tie ON, fournit le point H’ par lequel doit passer la tangente au cercle 
qui représente l’onde émergente H’E’; le rayon émergent sera E’(). 

Il faut bien remarquer ici que la droite OR, qui joint le centre O au 
point de contact de la ligne d’onde, n’est pas la direction du rayon 
réfracté proprement dit, elle n’en est que la projection. Le point de 
contact de l’onde plane réfractée avec la surface d’onde est générale- 
ment en dehors du plan de la section droite à une distance qu'il est 
inutile actuellement de se donner pour définir l’onde plane réfractée 
parallèle à l’aréte du prisme. Quant à la perpendiculaire OP, qui repré- 


sg 
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sente la vitesse normale de l’onde réfractée, il est superflu d’insister 
sur ce point qu’elle ne correspond à aucun rayon physique. 


13. Traduite algébriquement, cette construction fournit les équa- 
tions suivantes : 
Soient : 


A langle réfringent du prisme; 

e l'angle que fait l’onde incidente avec la face d'entrée; 

e’ l’angle que fait l’onde émergente avec la face de sortie; - 
r, r' les angles que fait l’onde réfractée avec ces faces ; 

p la vitesse normale de l’onde réfractée. 


On a évidemment 
ere CP 


: — 7. > 
sine sinr 


ou, posant = n, n étant l'indice de réfraction de l’onde plane, l’in- 


verse de la vitesse normale, 


( 


(2 
(3 


I 


) sine —nsinr, 
) sine —nsinr’, 
) r+r'= A. 


Désignant par D l’angle que font entre elles les ondes incidente et 
émergente (égal à celui du rayon incident prolongé et du rayon émer- 
gent), on a évidemment 


D=(e—r)+(e—-r)—=e+e —(r+r')=et+e —A, 


(4) A+D=e-+e’. 


Calculons donc e+e’: des formules(1) et (2), on déduit évidemment 


sine + sine — n(sinr +sinr’), 
sine — sine = n(sinr—sinr’), 


ou 
, é+e é-— Ee oH , 2 
(5) sin co = n Sin. COS Ste.» 
ve ‘ e+e’ . P—- r+r’ 
(6) sin co =nsin Co ees 
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e+e! r+r! 
tang ——— 


tang 
(7) SANTA" ae 


ERIC Pr 
tang tang 


2 2 


formule qui permet de déduire r et r’ de la connaissance de e, e’, A: 
car elle donne la différence r — r’ de deux angles dont on connait la 
somme r+ r’= A; on peut dès lors calculer n par les formules (1) 
et (2), ou mieux par l’une des combinaisons (5), (6), qui ont l’avan- 
tage d’être plus symétriques pour l’ensemble du calcul par loga- 
rithmes. En utilisant l’une et l’autre, on a une vérification utile des 
calculs; on obtient encore une autre expression de x en multipliant 
membre à membre les équations (5) et (6) : 


sin(e+e’)sin(e—e!) 


A = te LE 
sin(r+r')sin(r—r') 


(8) 

14. Détermination d’une ligne d'onde par une série de tangentes. — 
Ces formules n’apportent aucune restriction à la nature de la surface 
de l’onde; elles s’appliquent aussi bien aux milieux monoréfringents 
qu'aux milieux quelconques et ne s'appuient que sur la loi dite de 
Descartes, à savoir qu’une onde plane reste plane après réfraction, et que 
le changement de direction de ces ondes, passant d’un milieu à un autre, 
ne dépend que du rapport des vitesses dans les deux milieux. 

On pourra donc appliquer ces formules à des milieux quelconques; 
on déterminera les valeurs de r, r’, n d’après celles de A, e, e’, ce qui 
définit autant de droites HH’ tangentes à la ligne d’onde de la section 
droite du prisme qu’on aura de couples d'observations; mais les points 
de contact de chacune de ces tangentes ne seront pas déterminés direc- 
tement. Toutefois ces opérations pourraient, à la rigueur, servir à la 
détermination graphique de la ligne d’onde, et, par suite, de la direc- 
tion des rayons lumineux correspondant à chaque onde plane réfractée, 
de sorte que le problème général qu’on s’est proposé serait résolu dans 
le cas où il se réduit à une construction plane. Il est inutile d’insister 
plus longtemps sur ce mode d'observations. On verra dans la seconde 
Partie comment on peut utiliser les rayons légèrement inclinés sur la 
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section droite pour déterminer le point de contact, et, par suite, obte- 
nir une méthode notablement plus précise. 


15. Revenons aux équations (5) et (6). Si l'on pose 


A+D _ AD 
cos sin 
2 i 2 
(9) EE NOS Ce 
cos — sin'— 
2 2 
elles prennent la forme 
r—r e—e 
n cos — y COS ’ 
(10) inal eee 
n sin =p. sin : 


£ 


r—rfr os 
» on a évidemment 


Éliminant 


4 , 
. ,e—e e—e 
(11) fe ae SE + v COS’ 


? 


expression qui fournit x, l'indice de réfraction de l’onde plane en 
fonction des angles d’émergence et de l'angle du prisme, c’est-à-dire 
en fonction des données mêmes de l’observation. Cette formule n’est 
pas calculable par logarithmes, et si l’on essaye de la transformer pour 
la rendre calculable à l’aide d’un angle auxiliaire simple, on retombe 
sur les deux équations précédentes. 

e—e! 


L’élimination de conduit à une relation importante, 


ror I rar 


eee 


1 LA: 
(12) yee — sin? 


de même forme que l’équaticn 
p?=a' cos?a + b sin’ a, 


qui donne la distance p du centre d’une ellipse de demi-axes a, b à 
une tangente dont la normale fait l’angle & avec la direction de l'axe 2a. 


I , . . ’ 
Or — représente la perpendiculaire abayssée de la trace de l’arête du 
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prisme sur la trace de l’onde plane réfractée : cette droite peut donc 
être considérée comme la tangente à une certaine ellipse que nous 
allons déterminer. La normale à l’onde plane réfractée étant OP (fig. 2), 


Fig. 2. 


calculons l’angle POx qu’elle fait avec l’axe des x sur lequel doit être 
compté l’axe 2a : ce sera la valeur de & 


T A r+r Tr r—r! 
PO PORTO ee ee enr er! 
2. 2 2 2, 2 2 
on aura donc 
I I Dors T TT 
er COS? + — sind avec a —= — + , 
n À y? 2 2 
par suite 
é I I 
(13) a=-—-, b=-, 
122 Vv 


d’où l’on conclut cette propriété : 

L’onde plane réfractée, tangente par définition à sa ligne d’onde, est 
également tangente à une ellipse dont les axes sont dirigés suivant les 
bissectrices de la section droite du prisme et dont les valeurs sont 


A 
cos “fe 
I 5 . . tj 5 
et » suivant la bissectrice intérieure, 
Le A<+D 
cos 
2 
a 
sin — 
I 2: * à ; : 
= — ——__.,,__ suivant-la bissectrice extérieure. 
y . A+D 
sin = 
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16. Les paramètres de cette ellipse, qui joue absolument le rôle de 
ligne d'onde, ne dépendent que de l’angle du prisme A et de la dévia- 
tion D des rayons émergents (‘) : l’ellipse est donc complétement défi- 
nie quand on se donne À et D. Elle permet de résoudre très-simplement 
le problème suivant : 

Étant donné un prisme qui dévie d'un angle D des rayons parallèles 
à la section droite sans qu'on définisse ni le pouvoir réfringent du prisme, 
ni sous quelle incidence a lieu la réfraction, quelle est la série des indices 
possibles pour l'onde réfractée dans l’intérieur du prisme? 

Ces indices sont donnés par l’inverse des perpendiculaires abaissées 
des centres sur les tangentes à l’ellipse dont les axes viennent d’être 
définis. 

17. La forme de cette ellipse ne dépend donc, pour un méme 
prisme d’angle A, que d’un seul paramètre, la déviation D; en cher- 


(') Lellipse ( à peut-elle étre ligne d’onde ? Évidemment oui, mais dans le cas très- 


particulier où certaines nappes de la surface d'onde d’un milieu cristallisé offrent la propriété 
de pouvoir être inscrites dans un cylindre à base elliptique. L’équation de la section droite 
étant 

Mr Ni y* 7, 


Videntification 


A+D . A+D 
COS — sin — 
Le Aer Rose 
COS — Sin 
2 2 


permet de calculer l'angle du prisme et même la déviation qu’il produira. En effet, on aura 


M? cos? + N'sint à = 1 ou (M2==1) eos 2 + (N?—1)ein? À 0 
2 2 2 2 ? 


d'où 
a À _M—1 
tang — TN N° ° 
On aurait de même 
I 
——I 
A+D M N° A 
tang? —__—_. = = — tano?—.- 
Ca TOME, 
MN 


Numériquement ces valeurs seraient imaginaires si l'on essayait d’y substituer les valeurs 
M, N des indices des cristaux usuels, lesquelles sont toujours plus grandes que l'unité, parce 
qu'elles expriment les indices de réfraction rapportés à l'air ou au vide, qui est le milieu 
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chant son mode de déformation quand on fait varier ce paramètre, on 
arrive à cette conclusion simple : 


L’ellipse (=; ~\ passe constamment par quat int donnés par 
P ay a par quatre points fixes donnés pai 


9° . ° 6; 
l’intersection du cercle de rayon décrit autour de la trace de Il aréte 
comme centre, avec les traces des faces du prisme. 


En effet, l'équation de l’ellipse rapportée à ses axes —; - est 


(14) peat yt 1, 
ou bien 
eA ED 
cos? ——_ 2, ma 
24 2 2 ee 
6 a Ts 
cos? — sin? — 
2 


extérieur ordinaire. Mais si l’on suppose que le milieu extérieur est un liquide dont l’indice 


_ soit 4, les valeurs de M et de N deviendront = et d’où 


À k 
pes = LE : 
De ANY 


or, comme on peut dans la plupart des cas trouver des liquides ou composer des mélanges 
d'indice donné #, en choisissant cet indice par la seule condition M > 4 > N, on aura une 
infinité de cas dans lesquels la ligne d’onde elliptique coïncide avec la ligne d’onde en question. 
A chaque valeur de # comprise entre M et N correspond un angle du prisme variant depuis o 
jusqu’à 180, les déviations correspondantes, depuis o jusqu’à un maximum, revenant à 0. 
Le maximum de D se déduit par différentiation de la formule 


Ber Date ee à 


tang —— = M tang eu 
on trouve ie 
Â 
D N—M } correspondant a tang cer tal! 
tang — = 2 N 
2 oVM 


c’est-à-dire à * = MN. 


Ainsi l’indice du liquide auxiliaire qui donne le maximum de la déviation constante est 
la moyenne géométrique des indices principaux. 

Il est à peine utile de remarquer que le prisme doit avoir son aréte parallèle aux généra- 
trices du cylindre elliptique et les plans bissecteurs de ses faces paralléles aux plans princi- 
paux de cette surface. 

La propriété caractéristique de ce prisme est d’offrir une déviation des rayons compléte- 
ment indépendante de l'incidence des rayons dans le plan de la section droite. 

JL, 
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ou, en remplaçant l’unité par la somme des carrés du sinus et du cosi- 


AD 
nus de , 
2 2 .,At+D 
EE cos? Ae) D un Fe yee sink NE 0, 
2 : : 
1 sin 
cos 5 3 
ou encore : 
a \ va A +D 
— — | ee —1 | tang’ — 0. 
Rires ae 
cos’? — sin? — 
2 2 
s : a sae . ,A+D 
Le paramètre variable se trouve réduit à un seul coefficient tang* —— ; 


l’équation de l’ellipse est satisfaite identiquement par les systèmes de 
valeurs : 


A fuses. '© 
(15) x'= COS —+ y=sin’—; 
2 à 2 


l’ellipse passe donc par les quatre points fixes, intersection du cercle 
æ? + y* =1 avec les faces du prisme 


A 
J _+ tang —. 
x 2 


Minimum de déviation. 


18. D’après la propriété précédente, il résulte que toute variation 
de la déviation D des rayons entraine une variation de forme de l’el- 
lipse, et comme tout changement d'incidence produit un changement 
dans la déviation, on peut dire qu’en général à chaque incidence 
correspondra pour l’ellipse une forme différente. Mais il est un cas 
trés-important où une variation très-petite d'incidence n’altère pas 
sensiblement la déviation : c’est celui du minimum de déviation. Alors 
dD) =o et l’ellipse peut être considérée comme fixe pour les inci- 
dences e et e + de. Il est facile de voir que ce cas ne peut se présenter 
que si l’ellipse est tangente à l'onde réfractée, au point même où 
celle-ci touche la ligne d'onde; en effet, deux positions infiniment 
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voisines de l’onde réfractée HH’, H,H, (fig. 3) passent par le point de 
contact R de leur surface d’onde, suivant le langage de la Géométrie 


Fig. 3. 


infinitésimale; or, comme dans chacune de ses positions l’onde plane 
est assujettie à toucher l’ellipse, il faut qu’elle passe aussi par le point de 
contact de l’ellipse et que ces deux points de contact coincident; les 
deux courbes sont done tangentes entre elles et à l’onde plane. On 


arrive ainsi au théorème suivant : 


: DT te Re: 
L’elhipse (=. *) » dans le cas du minimum de déviation des rayons d’un 


prisme, est tangente à la ligne d'onde d’Huyghens au même point que 
l’onde plane, de telle sorte que, dans ce cas, l’ellipse jouit de toutes les 
propriétés de la ligne d’onde, et définit à la fois la vitesse normale et la 
direction lumineuse efficace, réelle ou projetée sur la section droite du 
prisme. 

Dans tout autre cas, on voit aisément que le point de contact R de 
la ligne d’onde avec l’onde plane HH est en decà ou au delà du point 
de contact L de la ligne d’onde avec l’ellipse. 


19. Ce théorème permet de simplifier considérablement la plupart 
des caleuls relatifs au minimum de déviation, c’est-à-dire du cas qui, 
au point de vue expérimental, est peut-être le plus important; en effet, 
on ramène la ligne d’onde la plus complexe à la considération d’une 
ellipse orientée symétriquement par rapport aux faces du prisme, et 
dont les axes ont une relation très-simple avec l'angle du prisme et la 
déviation. 

Les deux principaux problèmes qu'il est utile de résoudre sont les 
suivants : 


Prostime I. — Étant donné un prisme dont la ligne d’ onde suivant 
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la section droite est une ligne quelconque définie par son équation, cal- 
culer les angles d'incidence et d'émergence correspondant au minimum de 
déviation. 


Prosiime II (question inverse). — On connaît pour le minimum de 
déviation d’un prisme les angles d'incidence et d’émergence; calculer les 
éléments du rayon réfracté correspondant (c’est-à-dire déterminer le point 
correspondant de la ligne d'onde et la tangente en ce point). 


s 


20. SOLUTION DU PREMIER PROBLÈME. — Pour déterminer tous les éle- 
ments correspondant au minimum de déviation des rayons parallèles à la 
section droite d'un prisme d’angle A, on détermine le point de contact de 
l’ellipse 

weve, 


dont les coefficients p. et y sont assujettis à la condition 
; A 
(16) p? COS? — + sin À =a, 


avec la ligne d'onde du milieu relativement à la section droite. (Les équa- 
tions précédentes supposent que les axes de coordonnées sont rectan- 
gulaires : l’axe des æ coincide avec la bissectrice intérieure et l’axe des y 
avec la bissectrice extérieure de la section droite.) ; 

Lorsque les coefficients p., v, ainsi que le point de contact (x', y'), sont 
déterminés, on obtient immédiatement l'équation de la tangente à l’el- 
lipse en ce point, 


(17) MERE yey? = 1, 


qu représente la trace de l'onde plane du rayon réfracté correspondant 
au minimum de déviation des rayons émergents. 

Il en résulte que, pour obtenir Vangle de déviation D, il n’y a pas 
d'autre calcul à faire qu’à résoudre l’une ou l’autre des deux équations 


A+D 
cos . sin = = Le 
D dS Er 
A 
cos = sin A 
2 2 


Pour obtenir les autres éléments x, r, r’, e, e’, il suffit d'employer les 


SUIVANT UNE LOI QUELCONQUE. 244 


formules (8) et (10) qui se prétent immédiatement au calcul par loga- 
rithmes. On commence par calculer r et 7’; on a déja 


r+tr’=A, 
de plus 


r—r' 
=a, 


T 

— + 
2 2, 

& étant langle que la normale à l’onde plane réfractée fait avec la bis- 
sectrice intérieure du prisme [équation (13)] considérée comme axe 


des æ. Identifiant l'équation (17) de la tangente à l’ellipse avec la 
forme 


x COSa + y Sinæ = p= Va’ cos'æ + b’sin’a, 


on trouve 
cosa sina 
(18) ; LE, fi = yy! 
d’où 
r—r’ 2 x! 
(19) cota = — tang == —: 
Ao ene ee! r—r 
On connait ainsi et . 


Le calcul de e+ €, e — e’ s’en déduit aisément, care + e’ = A + D, 
et l’on a 


e+e’ A . e+e’ a A 
cos =pcos—, sin = y sin —: 
2, oA 2 
e+e’ , : LÉ Fe SAGE tas 
La valeur s’obtient en divisant membre à membre les équa- 


tions (ro), ce qui donne 


i e—e PE r—r’ 
tea) ane > ste 8S 


Enfin l'indice de réfraction n de l’onde plane, c’est-à-dire l’inverse 
de la vitesse normale (rapportée à la vitesse dans l’air ou mieux dans 
le vide), est fourni par l'équation (8) 


sin(e +e') sin(e — e’) 


Éd De Sree ge gee Ie 
sin(r +r’) sin(r—r’) 
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21. En résumé, le calcul d’un minimum de déviation est réduit à 
une extrême simplicité dès qu’on a déterminé le point de contact de 
l’ellipse avec la ligne d'onde. La difficulté de ce probleme préliminaire 
dépend de la nature de cette ligne. Dans le cas très-important en 
Optique où la ligne d'onde est elle-même une ellipse, le calcul est 
simple et élégant : on retrouve ainsi les formules que de Sénarmont a 
obtenues par une voie beaucoup plus complexe. Ce cas particulier ren- 
ferme tous les milieux à un axe optique et aussi les milieux à deux 
axes avec la restriction que leurs plans de symétrie coincident avec 
ceux du prisme. Nous allons l’étudier rapidement. 


Cas où la ligne d'onde est elliptique. 


22. L’équation de la tangente à l’ellipse (=. ;) peut étre prise sous 


la forme 


: 1 10 = 
(21) z cosa +ysina=\/ + costa + 4 sina =p, 


a désignant, comme précédemment, l’angle que fait la normale corres- 
pondant avec l’axe des a, dans le sens ordinaire, c’est-à-dire compté 
en tournant vers l’axe des y. 

La ligne d’onde étant une ellipse d’axe 2a, 2b, telle que son axe 2a 
fasse l’angle ¢ avec l’axe des æ compté dans le même sens, aura pour 
tangente parallèle à la précédente 


(22) æcos(a— ©) + ysin(æ — &)— Va’ cos(& — oc) + bsin?(a — ci=p 


RE j à ET a : Fes 
Il s’agit de déterminer les axes aoe de la premiere ellipse, déja assu- 
jettis & la relation (16) 


2 À 2] NE 
p cos —- -¥* Sin — =I, 
2 2 


par la condition que dans une certaine direction « les deux courbes 
ont la même tangente et le même point de contact : l'identité de la 


tangente correspond à p=p’; l'identité du point de contact revient, 
en considérant chacune des courbes comme l’enveloppe de sa tangente, 
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à écrire que les deux tangentes, identiques pour la valeur «, le sont 
encore apres un déplacement infiniment petit «+ dz, d’où 
. we Oper gee dp. 
ee pa. da=p + a, de 
Les équations qui déterminent a, v, sont donc, outre l’équa- 
tion (16), 


agit dp’ 
P = P » =, 
ou bien 
(23) p—p'=0 MA — p')= 0." 
LA FENT ou MS 


Développant p — p' = o, après avoir chassé les radicaux, 


I i . . 
pe COS? x + 5 sin?a — a*(cosa cose + sing sing)? 


+ 6?(sina cosa — sing cosæ) = 0, 


et ordonnant par rapport à a, il vient finalement 


1 à ; 
cova( + — a’ cos? — 6? sine) — 2 cota(a?— b?) sine cose 
vi 
2 
(24) aes ara 
+ (= = a'sin’s — 6? cos’a) = 0, 
V2 


équation de la forme 
(25) Pwt+2Qu+R=—0; 
en posant u= cota, 


. I 
P= a’ cos’o + 6’ sin?o — rh 
(26) Q= (a? — b?)sina cose, 


I 
R= a’ sin?o + b? cos?a — = 
\ 
La troisième équation est la dérivée de celle-ci par rapport à @; il 
est évident qu’en prenant u=cota comme variable, on simplifie le 


calcul ; on obtient alors 
Pu+Q=0, 
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re. 

La 
hr 7 
re: à 
(a: à 


sd 
250 RÉFRACTION A TRAVERS UN PRISME 
d’où 
Q 
(27) u —=— a 


A 


Telles sont avec (16) les équations qui déterminent p, y et a. 
Eliminant «, c'est-à-dire w par substitution dans l’équation (25), 
il vient 


(a8) et" Q’= PR, ‘ 
I 
(29) (a?— b?)sin?ocos?¢ = (« cos’ + b’sin?o — =) (wsin’s + b? cos?¢ — 3) : 
Cette équation, jointe à la relation (16), 
A ELA 
pe? COS — + ¥ sin? =—=x, 
2 2 


permet de calculer les axes (2 ! de l’ellipse tangente à la ligne 


d'onde. 
La direction « de la normale à l’onde plane réfractée est donnée par 
l'équation (27) sous deux formes équivalentes d’après (28) 


a? — b*) sing cose 
cota =— Ÿ =— ( ) 
a I 
@ cos?s + b?sin’c — = 
(30) s 
= I 
a? sin°o + b?cos 5 — — 
~ Q- (a?— 6*)sine cose 


Quant aux coordonnées x’, y’ du point de contact commun, on les 
obtient en les considérant comme celles du point de contact de la 
droite (21) et de son enveloppe, c’est-à-dire comme les solutions de x 
el y communes à cette équation et à la dérivée par rapport à « 

(31) —#sina +yeosa= (— + + 2) Se cose, 
pie ae P 


ces valeurs sont 


se, 
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d’où 
Fa 2 
(32) F = ‘ cota. 


Le rapport FA qui seul entre dans les calculs du n° 20 (équation 19), 


est ainsi déterminé : l’identité des formules (32) et (19) est une véri- 
fication dans le cas d’une ligne d’onde elliptique du théorème général 


a 


qui sert de base a cette étude du minimum de déviation. 


23. Solution du problème inverse. — Il reste peu de chose à ajouter 
pour montrer comment, de l'observation des angles d'incidence et d’émer- 
gence correspondant au minimum de déviation, on peut déduire la vitesse 
normale de l’onde réfractée et la direction du rayon lumineux efficace, 
réelle ou projetée sur le plan de la section droite du prisme. Les calculs 
se font en sens inverse et sont beaucoup plus simples. On observe direc- 
tement A, e, e’, on a donc immédiatement D = e + €, par suite p et v: 
on en déduit retr’ par la condition A=r+r'et l’équation (20) 


t t 

jek Qe 
= = tang 

2 y 2 


tang 


? 


indice n, inverse de la vitesse normale, par l’équation (8) 


sin(e + e’) sin(e— e’) ; 
So SS ee Se 
sin(r+r’) sin(r—r’) 


La normale 4 l’onde réfractée fait avec la bissectrice intérieure du 


prisme un angle & (compté positivement dans le sens allant de la face 


. 0 x ,, . , s 1 r—r’ 
d’incidence à la face d’émergence ) qui est égal à = + : 


2 

_ Le rayon lumineux projeté sur le plan de la section droite, qui passe 
par le point de contact x’, y’ de l’onde plane et de la ligne d’onde, est 
défini par l’équation (19) 


(33) lang =— À —. 


7 0 4 
Posant tanga’ = Zu, on aura, pour l’angle «’ que fait le rayon lumi- 
32. 
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neux avec la bissectrice intérieure du prisme, 


+} = 
gue 2 
(34) tanga! = 


tanga. 

Remarque. — I n’y a dans la solution de ce probleme aucune res- 
triction sur la nature de la surface d’onde du milieu réfringent; on 
verra plus loin comment on achève la détermination complète du rayon 
réfracté par le calcul de la troisième coordonnée z', du point de con- 
tact de l’onde plane avec la surface d’onde, en dehors de la section 


droite. 


24. Dans les milieux monoréfringents, le minimum de déviation 
est caractérisé par l'égalité des angles d'incidence et d’émergence e= e’. 
Dans les milieux de constitution différente, cette condition n'est rem- 
plie qu’accidentellement; en effet, l'équation (20), mise sous la forme 


à à 
e—e' Le 
tan = 
8 2 


— — cola, 
v 


A x T 
montre que e— € ne peut être nul que dans le cas où «= =» c’est- 


à-dire comme on le verrait aisément quand l’onde plane réfractée cor- 
respondant au minimum de déviation est perpendiculaire à la bissectrice 
intérieure du prisme, ce qui exige que la section droite du prisme ait 


les mêmes axes de symétrie que la ligne d'onde. 


L'expression est elle-même susceptible d'une interprétation 


géométrique très-simple. Si l’on pose 


T e—e! 
Brain mes 


B est l'angle que fait la bissectrice des rayons incidents et réfringents; 

en effet, si l’on se reporte à la construction d’Huyghens, les traces HE, 

H’E’ des ondes incidente et réfringente sont tangentes au cercle de 

rayon égal à l’unité et se coupent en K; la ligne OK est évidemment 
la bissectrice des rayons OE, OE’. 

Ona 
Ps A 
2 


Bor=—+7%-e, KOR’ SR es M6 
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d’où | 
KO, Ter Bras == D. 
2 2 | 


SE) 


4 


Si l’on rapproche alors l’équation (20), mise sous la forme 


tang 6 = £ tanga, 


de l’équation (34) 
oe 


tanga’ = a tanga, 


on en déduit, par élimination de p et v, 
tang’ = tanga tanga’, 


relation tres-simple qu’on peut énoncer ainsi : 

Au minimum de deviation, la bissectrice de Vangle du rayon incident 
prolongé et du rayon émergent est toujours comprise, comme direction, 
entre la normale à l’onde réfractée et la projection du rayon lumineux 
sur la section droite du prisme; la tangente tigonometrique de l’angle que 
fait cette bissectrice avec la bissectrice intérieure du prisme est la moyenne 
géométrique des tangentes des angles que font, avec la même droite, les 
deux autres directions. 


Fig, 4. 


25. Remarque. — Cette propriété permet de construire géométri- 
quement l’ellipse Ce 5) dont on connait toujours quatre points et une 


tangente (onde plane réfractée); en effet, il est facile, connaissant deux 
quelconques de ces directions, de construire la troisieme sans avoir be- 
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soin de tracer l’ellipse; il suffit de mener une parallèle quelconque GA 
à l'axe des y (fig. 5) et de considérer les trois segments GA, GB, GA’; 
ils sont évidemment liés par la relation 


GB =GA.GA’, 


qui n’offre aucune difficulté de construction. 

Il en résulte que, si l’on connait l’onde plane réfractée HH’, on con- 
naît la direction OA, c’est-à-dire OP, qui lui est perpendiculaire; on 
connaît également la direction OB qui passe par l'intersection des 
ondes incidente et émergente, d’où l’on conclut OA’, c’est-à-dire la 
projection du rayon lumineux OR sur la section droite. 


Fig. 5. 


Comme vérification, on peut, après avoir tracé l’ellipse et déterminé 


‘ 


| ee | . . . 
les axes rrapn8e reporter à la construction bien connue de l’ellipse 


comme projection d’un cercle; on verra sans difficulté que la direc- 
tion 6 est le rayon vecteur du point du cercle décrit sur l’un des axes 
comme diamètre, qui a pour projection le point où l’ellipse touche 
la tangente définie par l’angle «; l’angle &’ correspond au point de 
contact. 

Ces remarques suffisent pour résoudre graphiquement les problèmes 
traités ci-dessus : ces tracés graphiques ne sont point à dédaigner, ils 
peuvent servir à contrôler ou au moins à préparer les calculs. 
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DEUXIEME PARTIE. 


REFRACTION DES RAYONS OBLIQUES SUR LA SECTION DROITE DU PRISME. 


Théoremes préliminaires. 


26. Pour définir la position des ondes de direction quelconque, il 
suffit de se donner leurs traces sur la section droite et leur angle avec 
la normale à ce plan, qui n’est autre que l’arête du prisme. 

Les traces de ces ondes jouissent de deux propriétés géométriques 
connues : 

1° L’onde émergente fait, avec l’arête du prisme, le même angle que 
l'onde incidente ; : 

2° La loi des sinus s'applique aux traces des ondes sur la section droite, 
à la condition de prendre pour indice de réfraction (inverse de la vitesse 
normale) non pas la valeur véritable n, mais.la valeur m définie par l’é- 
quation 


= 
m= \/n? + (n? —1) tang’@, 


6 étant l’angle que fait l’onde incidente et l’onde émergente avec l’arête 
BAG 6? 

du prisme, compté positivement lorsque le rayon incident est au-dessus du 

plan de la section droite avant l'incidence. 


27. La démonstration de la première proposition est en quelque 
sorte intuitive, si l’on a soin de simplifier la construction d’Huygens, 
comme précédemment, en considérant les rayons réfractés par l’arête 
même du prisme. Construisons, en un point de cette arête, comme 
centre, la sphère de rayon 1 (vitesse dans le milieu extérieur), l’onde 
incidente y sera tangente, et comme elle est supposée n'être pas paral- 
lèle à l’arête, mais faire avec elle un angle 0, elle coupera cette droite 


° , 4 I Là Le LA 
à une distance égale à — >. L’onde réfractée sera donnée par le plan 


passant par la trace de l’onde incidente sur la face d'entrée, et tangent 
à la surface d’onde concentrique à la sphère; l’onde émergente s’ob- 


‘ = L'é 
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tiendra en prolongeant le plan d’onde réfractée jusqu’à la face de sortie, 
et en menant par cette trace un plan tangent à la sphère de rayon 1. 

Là ie A > , A 

Ces trois ondes planes se coupent évidemment au même point de l’aréte 
du prisme et, comme l’onde émergente et l'onde incidente sont tan- 
gentes à la même sphère, elles sont également inclinées sur l’aréte du 
prisme, qui joint au centre un point commun à ces deux plans. La 
première propriété est donc démontrée. 


Remarque I. — Si le rayon incident est au-dessus du plan de la sec- 
tion droite avant l'incidence, le rayon émergent sera au-dessous; dans 
ce qui suit, on considérera toujours l’un de ces deux rayons comme pro- 
longé, soit du côté de l'incidence, soit du côté de l'émergence, de sorte 
qu'ils paraitront toujours faire le même angle du même côté de la sec- 
tion droite. 


Remarque II. — On verra aisément que la bissectrice de ces rayons. 


dans leur position effective est toujours dans ce plan et coincide avec 
celle de leurs projections. 


28. La deuxième proposition se démontre en calculant le rapport 
des vitesses normales des traces des trois ondes, qui n’est autre que 
l'inverse du rapport des perpendiculaires abaissées du point origine 
sur ces droites. 

Soit  l’indice de réfraction vrai de l’onde plane réfractée KHH’ ( fig. 6), 
mesuré par l'inverse de la distance OQ de ce plan au centre O de la sur- 
face d'onde, et prenons pour section droite le plan OHH’ normal à 
l’arête Oz passant par ce point; d’après le théorème des trois perpen- 
diculaires, il faudra, pour obtenir la distance OP du centre à la trace HH’ 
d’un plan d'onde, abaisser une perpendiculaire OQ sur le plan, puis 
du pied Q de cette perpendiculaire en abaisser une autre QP sur la 
trace HH’; joignant P au centre O, la longueur OP = V’ sera la distance 
cherchée. 

Dans le triangle rectangle PQO des trois perpendiculaires, l'angle O 
est évidemment égal à l’angle QKO que fait le plan d’onde avec l’arête 
qu’on désignera par 6’. Soit 

0Q=p= 


7 
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on aura af 
BY! cos0’= p. 


+ 
Pour les ondes incidente et émergente, on aura de même 


V cos0 — 1; 


Fig. 6. 


mais la condition que ces trois ondes se coupent à un même point de 
l’arête donne 


I 
A À 
sing sin 0’ 


E LB an 
sin = = sin 6; 


V cos 0" n 5 0’ n a 
nas — —= = © = —— ee Si 
V' _pcosô cos@  cosû n° : 


et finalement 


(35) m = \/n? + (n* — 1) tang?6. GeO. Fob, 


Calcul de la déformation des images vues à travers un prisme. 


29. Imaginons une ligne lumineuse de forme quelconque (recti- 
ligne, circulaire, elliptique) située à l'infini, mais sous-tendant un angle 
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très-petit, vue d’un point de l’aréte du prisme ('). On se propose de 
calculer l’image de cette ligne lumineuse, après la réfraction des rayons 
émanés d’elle, à travers un point de l’aréte du prisme, c’est-à-dire le 
cône des rayons réfractés (?). ME 

Ce cône des rayons réfractés, aussi bien que celui des rayons inci- 
dents, étant supposé d'ouverture très-petite, peut se rapporter à une 
ligne moyenne ayant pour sommet le point de l’arête où se fait la ré- 
fraction. 

Soit e l'angle d'incidence de la projection de ce rayon moyen sur la 
section droite, et 9 son inclinaison sur le plan (données évidemment 
corrélatives de celles des ondes correspondantes); après réfraction, ce 
rayon fera le même angle @ avec la section droite, et sa projection aura 
pour angle d’émergence e’ défini par les équations 


sine = msinr, 
sine = msinr', 
PET, 


dans lesquelles r, 7’ représentent les angles que fait la trace de l’onde ré- 
fractée moyenne avec les faces du prisme. 

La direction de chaque génératrice du cône sera définie par l’inci- 
dence e + Ae de la projection, et par son angle avec la section droite 
6+ AG. On sait qu’apres réfraction ce dernier angle conserve la même 
valeur; il suffit donc de calculer l’angle d’émergence e’ + Ae’ de la pro- 
jection. 


30. Cette relation entre Ae, Ae’ et AG s’obtiendra évidemment en dif- 
férentiant les formules précédentes, après avoir éliminé ret 7’. 


(') On réalise très-aisément dans la pratique ces conditions, en plaçant au foyer principal 
d'un objectif un diaphragme percé d'une ouverture rectiligne ou curviligne, ou mieux, une 
lame de verre recouverte d’une couche mince d'argent, sur laquelle on trace à la pointe les 
lignes dont il est question; on éclaire en arrière à l’aide d’une large source de lumière. Ce 
système, composé d’une ligne lumineuse au foyer d’un objectif, se nomme collimateur. 

(*) Si l’on reçoit un pareil cône de rayons sur un objectif, on obtient au foyer principal 
l'image réelle de la ligne lumineuse réfractée. L'instrument désigné sous le nom de lunette 
astronomique est le dispositif pratique destiné à de semblables observations; il est formé 
d'un objectif et d’un oculaire, c’est-à-dire d’une loupe composée destinée à grossir l’image 
focale en question. 


Pa 
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Cette élimination s'obtient en substituant leurs valeurs dans l’équa- 
tion évidente 


cosA = cos(r + r’). 
Apres avoir chassé les radicaux introduits par la substitution, il vient 
(36) m sin? A — sin’e + sin’e' + 2 sinesine’cosA; 
substituant la valeur de m, 
(37) [n? + (n?—1) tang] sin? A = sin?e + sin’e’ + 2 sine sine’ cosA. 


Telle est l’équation qu’il faudrait différentier en considérant non-seule- 


ment e, e’, 0, mais aussi zm comme variable, car la vitesse - de l’onde 
plane réfractée varie avec sa direction. | 

La variation de n paraît, au premier abord, nécessiter la connais- 
sance de la surface de l’onde; mais, si l’on se borne à des variations in- 
finiment petites de tous les éléments, il suffit de connaitre le point de 
contact de ’onde moyenne avec cette surface : on sait en effet, d’après 
les principes de la Géométrie infinitésimale, que toute variation infini- 
ment petite d'un plan équivaut à un pivotement autour du point de 
contact avec son enveloppe. 

Donc, pour exprimer dn, il suffit de déterminer l’équation du plan 
de l’onde réfractée, de calculer la distance à l’origine, et de différentier 
cette valeur. 


31. Les axes des x et des y seront, comme précédemment, les 
bissectrices intérieure et extérieure de la section droite; l’axe des z sera 
l’arête du prisme. 

On connaît trois points de ce plan : 

1° Le point de l’arête où se coupent les trois plans d’onde (le point K, 
fig. 5); ses coordonnées sont évidemment 


I 
3 >} 
sin 0 


TO, Y—0, 2—— 


si l’on veut compter @ positif, de manière que le rayon incident soit 
au-dessus de la section droite avant l’incidence; 


2° Le point d’intersection de la trace de l’onde incidente avec la trace 
33. 
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de la face d’entrée (construction d’Huygens); ce point (point H, fig. 5), 


. ave I ; 
distant de l’origine de —~——-, a pour coordonnées 
d cosôsine 
A : 
cos a sine i 
38 L'= — ——— D — Coos 
a cos@sine’ 7” ~ cosdsine’ : 


3° Le point analogue pour l’onde émergente (point H’, fig. 5) 


A Ses à 
cos — sin > 
3 LU = + ———, i ——— — : g!— 0. 
“ey. cos6 sine’ -. cos@ sine’ 


L’équation du plan défini par ces trois points est, tout calcul fait, 


sinA _ 


AR ee 21 Le in e’ i 
(4o) sin > (sine — sine )x — cos— (sine + sine’)y + tang @ sinA.z+ 50 


Il faut exprimer que ce plan est assujetti, dans ses déplacements in- 
finiment petits, à pivoter autour de son point de contact avec la surface 
de l’onde dont les coordonnées sont Xo, Yo, 30. 

Analytiquement, il suffit de différentier l’équation précédente en 
considérant & = x), Y =», 2 = , comme des constantes 


e 


del x a: en à cose — de’ |x Te ° sa ‘ 
0 à Yo 5 L o Sl - rete à cose 


(41) 


sinA LE 


— d6 (3. — sin8) = = 


Il est évident maintenant qu’on n’a pas besoin de faire d’autre calcul, 
et que c’est la l’équation cherchée, puisqu’elle définit une relation entre 
do, de et de’ ('). 


(‘) On peut vérifier que Péquation de l’onde réfractée a bien pour distance p à l’origine 
I ‘ 
Ja valeur 7,7 on a, en effet, d’après une formule bien connue, 
sin? A 
à cos” 0 
Pe 7 SE 
RAA rr ey ee Lae : ; 
sin — (sine — sine’)? + cos = (sine + sine’)? + sin?A tang? 


Réduisant, il vient 


I I . : . . à 
[= + (> - 1) tang? | sin*A = sin°e + sin’e’+ 2 sine sine’ cos A, 


Pe 
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Image d'une droite lumineuse très-petite. 


32. Le cas le plus intéressant est celui où le milieu E de la droite 
E,E, (supposée à l'infini) (fig. 6) est dans le plan de la section droite 
(ou des xy); l’inclinaison du plan OEE, qui la contient et qui passe par 
le point d'incidence O faisant avec l’arête du prisme un angle 9, compté 
dans un sens convenable (‘), comme l'indique la figure. Il est aisé de 


expression qui coïncide avec le résultat de l'élimination de 7 et r' (37), si l’on suppose 


I 
-=7. 


? 
Cette vérification est en même temps une démonstration analytique du deuxième théo- 


rème sur les rayons obliques à la section droite. 

Il reste encore à montrer que, malgré la différence de méthode, on retombe, en faisant 
z = 0 et =o, sur les équations étudiées dans la première Partie de ce Mémoire : par 
exemple, la valeur de z devient 


n’ sin’ A = sin?e + sine’ + asine sine’ CosA, 
laquelle provenait de la réduction de l’équation 


: re : ae: : 
n’ sin? A = sin’ > (sine — sine’)? + cos’ — (sine + sine’); 
& 
changeant les sommes de sinus en produits, 


+e ..e 


’ ae. e — €! A e—e e+e! 
n° sin’ À = 4 sin’ > cos? ee era cos? cos : 


sin? 


Rappelant que e + e’ = A+ D, on retrouve la valeur 


e—e! e—e' 


+ v? cos? 


re =e? sin® 


(*) Ce qu'il y a de plus commode, c’est de considérer un observateur dont l'œil serait 
placé au niveau de la section droite, en arrière de la lumière, et regardant dans le sens de 
la propagation du rayon incident. On comptera ¢ de manière qu’au-dessus du plan de la 
section droite (z positifs) cet angle croisse dans le sens positif (sens du mouvement des 
aiguilles d’une montre). Quant au rayon émergent, on garde la même convention : l’obser- 
vateur regarde toujours dans le sens de la propagation de la lumière et définit ainsi le sens 
positif de 4’. 

Si l’on trouvait plus commode de supposer que l'observateur regoive les rayons, c’est- 
à-dire regarde en sens inverse de la propagation, il suffirait de changer le signe de 9. Mais 
ce qu’il est important de conserver pour éviter les erreurs, c’est la convention du sens de 


la propagation de la lumiére pour les deux rayons. 
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voir que tango = ae en effet, si l’on élève dans le plan de la section 


droite la perpendiculaire OM, à la face d'entrée 20M, l'angle EOM, =e 
(le signe + correspond au sens de la fleche, c'est-à-dire de la nor- 
male OM, à la face OM), la projection S de l’extrémite E, de la ligne 
lumineuse définit langle SOE = de : quant à dd, il est égal à E,OS. 


Fig. 7. 


L'image émergente sera définie de la même manière; il y aura une 
série de rayons réfractés qui, supposés prolongés en arrière, feront, 
avec la section droite et du même côté que les rayons correspondants, 
des angles égaux; on aura de même pour l’inclinaison 9’ 


: de’ 
tango = — a 


(Le signe — provient de ce que, pour le rayon émergent prolongé, la 
variation de e’ est inverse de celle de e, tandis que celle de @ reste de 
méme signe. ) 

Substituant les valeurs de ces dérivées dans l’équation différen- 
tiée (41), après y avoir fait 9 — 0, 


{ 


A A 
| cose (x. Sin — yo cos?) tango 
(42) s 


_ A A 
| + cose’ (x. sin > + yo cos 2) tango" + z,sin À =o, 


*% 
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33. Cette formule (*) permet de prévoir que l’image vue à travers un 
prisme de la ligne lumineuse d’un collimateur, réglée parallèlement à 
l’arête, apparaît inclinée lorsque l’onde réfractée intérieure touche sa sur- 
face d'onde en dehors du plan d'incidence. 

En effet, si l’on suppose ¢ = o, la valeur correspondante g’, sera 


ety sinA 


A cose’ 


Lo SIN — + Yo COS — 
2 2 


Pour que l’image réfractée paraisse verticale, il faut lui donner l’incli- 
naison D 


(44) tango, = — a aus 


FU CA A cose 
y Sin = — Yo COS — 


Comme on le voit, les valeurs tang, et tango, sont proportionnelles 
à Zo, C'est-à-dire à la distance du point de contact de la surface d’onde 
avec le plan de la section droite qui est ici le plan d’incidence. Ces an- 
gles 9, w, sont donc les caractéristiques de la déviation du rayon par 
rapport à la section droite. 


34. Ce phénomène optique est tres-important, car il permet de dé- 
duire de l’observation de 9, et de 9, deux nouvelles équations entre 
les trois coordonnées x, ¥y, 3 du point de contact de l’onde réfractée 
avec la surface d’onde. 

Pour déterminer les valeurs de 9, et gy, on se servira soit de l’obser- 
vation directe (ce qui est tres-facile pour ¢',), soit de observation de 
certaines valeurs particulières, substituées dans l’équation (42), mise 
sous la forme 


(45) tango cotg + tangæ cotg, —1. 


: . T 5 > 
En particulier, les valeurs de 9 = + 45° = + i sont tres-commodes (?); 


(') Voir à la fin de la seconde Partie (Note du n° 32) une démonstration entièrement géomé- 


trique de cette formule. 
(?) En pratique, on détermine aisément les trois valeurs 9, #_,, 9,,, en substituant à la 


fente du collimateur une lame de verre argentée, sur laquelle on a tracé à l’aide d’une ma- 


: A 
LR "te = ’ + 
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désignant par 9, 9, les valeurs correspondantes de 9’, on a 
(46) cot, + tangg’,cotg,=1, — cote + tangg_,coty, = 1; 
d’où 

tango, + tang¢_, 


tang ¢’, — tang¢_, 
lang og’, — tang, 


lang? = : 


(47) tangp— — 

On pourrait aussi choisir pour + des couples de valeurs rectangu- 
laires, ou d’autres couples satisfaisant à d’autres relations; mais il est 
inutile d’insister sur ces déterminations qui n’offrent aucune diffi- 
culté (!). 


Détermination complète d’un rayon réfracté. 


35. La considération de l’image d’une ligne droite lumineuse tres- 
petite, située à l’infini, et dont le point milieu est dans le plan de la 


chine à diviser un quadrillage carré de 2 millimètres environ de côté : les côtés du carré per- 
mettent de mesurer #, les diagonales fictives #_, et w,,. On a aipsi une donnée de trop qui 
peut servir de vérification. 

(*) L’équation (45), jointe à la condition déduite de la première proposition relative aux 
rayons obliques sur le plan de la section droite, réduit à une transformation de coordonnées 
des plus simples le calcul de l’image d’une ligne lumineuse. (On a surtout en vue le cas 
expérimental de la ligne lumineuse placée au plan focal d’un collimateur et observée à tra- 
vers un prisme au plan focal d’une lunette.) En prenant dans ces deux plans des axes de 
coordonnées rectangulaires, la trace de la section droite comme abscisse et une parallèle à 
Varéte du prisme comme ordonnée, les points de la ligne (x, z) et de son image (.x’, z') se 
correspondent deux à deux. Ona d’abord z= z'. De plus, les directions 9, 9’, telles que 


lang? = =, tang 9’ = a étant liées par la relation (45), on en déduit 
x coty, + x’ cote, = z 
comme seconde équation de transformation; d'où 
æ =(2'— x coty) tango. 


EXEMPLE. — Quelle est l’image d’un cercle x? + y? = R1? 
Substituant les formules de changement de variable, 


(2'— z'cotp)? + 2” cot?e, = R* cot? yi, 
2" (1+ cot?y,) + 2? coy’, —2x'z' coty’, = R?cot’y,, 


équation d’une ellipse. 
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section droite, permet de résoudre le problème de la détermination 


complète du rayon qui correspond à l’onde réfractée intérieurement au 
prisme et parallèle à l’arête. 


En effet, il suffit de connaître : 
1° La trace de ce plan d’onde sur la section droite du prisme, laquelle 


est définie par l'indice de réfraction de l’onde qu’on déduit de l’inei- 
dence et de l’émergence; 


2° Les coordonnées x, y,, z, du point de contact de cette onde avec 
son enveloppe ou surface d’onde. 


L’équation (40) représente le plan de l’onde réfractée; en y faisant 
0 = o, elle devient 


dr à A 
(48) sin — (sine — sine’ )x — cos — (sine + sine’) + sinA =o, 


ou, par une transformation facile, 


ee AR 
wee 2 e—e’ 2 

(49) Sh age Rese mT RAC PCC Re ey) = 1a 0: 
Eos sin — 


* 


substituant les valeurs de p. et v, 


! / 


. ee EF E 
(50) Pat SN a A er 


== I 


La direction que la normale à l’onde fait avec l’axe des x est 


Cre! 


y 
tango = — — cot 
[a 


L’indice de réfraction se déduirait de la distance de ce plan à l’origine; 
la formule à laquelle on arriverait ne serait pas calculable par loga- 
rithmes : si l’on cherchait à la rendre calculable, les variables auxi- 
liaires les plus simples seraient r et r’, et l’on retomberait sur les équa- 
tions du n° 13 


-_ sin(e+e)sin(e—e) _  sin(e—e) 
Ga M Sntrer)smtr-r). À 
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avec : 
Pi. L e—e 
=~ Une) 

tang ; tang — 
car 

T Pr 

— pete 25 

2 


Tes coordonnées 2, y, du point de contact doivent satisfaire à l’é- 
quation (50); en y adjoignant les équations (43) et (44), on a le 
système . 


, e—e' oe. 
Lol SIN — Yov COS > =o i, 
a He + pee Z sin A coto' 
x, Sin — —_-=— 
(32) TER 2 Neosat 
site cos Z = cot 

Xx ne- — — = — . 

i de NE 2 Vépseir eo 


Les coordonnées æe, Yo, 30 du point de contact sont donc détermi- 
nées par trois équations linéaires à coefficients très-simples. 

On pourra donc, étant donné un prisme, déterminer autant de points 
qu’on le voudra du cylindre circonscrit à la surface d’onde dont les gé- 
nératrices sont parallèles à l’arête du prisme. Pour-chaque incidence, 
on calculera les coordonnées x, y, d’un point de la ligne d’onde, base 
du cylindre et la tangente en ce point, et la hauteur z, du point de 
contact de la génératrice, c= 2x5, y =Yo, avec la surface d’onde. En 
résumé, on définit par points la courbe de contact de ces deux surfaces. 


36. Il est facile de montrer maintenant que le probleme suivant est 
complétement résolu. 


Étant donné un milieu transparent quelconque, on demande de déter- 
miner les éléments géométriques du rayon lumineux correspondant à une 
onde plane se propageant dans ce milieu parallèlement à un plan donné; 
ce plan étant rapporté aux directions caractéristiques de la constitution du 
milieu. 

Il suffira de tailler dans cette substance un prisme dont l’arête soit 
parallèle au plan de l’onde demandée, et d’observer la réfraction d’une 
série de rayons parallèles à la section droite du prisme, en utilisant, 
comme on l’a vu plus haut, les rayons légèrement inclinés sur cette 


ey 
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section; dans les circonstances ordinaires que présentent les milieux 
cristallisés naturels ou artificiels, on est assuré de rencontrer l’onde 
plane demandée parmi les ondes réfractées parallèles à l’arête, en pre- 
nant le plan de cette onde comme plan bissecteur intérieur des faces 
du prisme. A part le parallélisme de l’arête et de l’onde donnée qui 
doit être rigoureux, toutes les conditions de construction du prisme 
comportent beaucoup d’arbitraire; il n’est pas besoin d’insister sur la 
nécessité d’un examen préliminaire de la substance pour choisir les con- 
ditions les plus avantageuses à la précision des mesures. 


Simplification dans le cas du minimum de déviation. 


37. Il est évident que, si le rayon moyen du faisceau considéré sup- 
posé parallèle à la section droite est au minimum de déviation, les 
rayons infiniment voisins y seront aussi. Cette considération suppose 
dD =o, de + de = 0. 

L’équation (50), dans laquelle on substitue æ = x,, y = y, 


e—e! e—e’ 


Sh COS rey 


— Zope sin : 


donne, par différentiation (x, Yo, », v étant constants), 


e—e’ , e—e! 
x: cos —— + yov sin — ) (de — de')=0, 
+ / 
d’où l’on tire 
Yo Hire et 
= ——£L cot . 
(53) Xo v 2, 


Les coordonnées x,, y, du point de contact de la trace de l’onde plane 
avec la ligne d’onde s’expriment alors trés-simplement 


e—e’ I e—e’ 


? a athée 


(54) ty sin à. 


a 


La relation (42) en y et 9’ devient, par la substitution de x, yo, 


. Pre SHINS Rest a 
(55) CRE ALL EU mr rer re No 


34. 


<3 
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expression extrémement simple, qui permet de calculer directement, 
lors du minimum de déviation, la coordonnée z,, c’est-à-dire la distance 
du point de contact de l’onde plane réfractée avec la section droite prise 
comme plan d'incidence. 

Dans le cas où la ligne lumineuse est parallèle à l’aréte 9 —0, 


À sin(e+e’) 
tang¢, = — Zo ose me 
la valeur + est évidemment égale et de signe contraire. 

Rapprochant cette équation des deux valeurs (54) de x et yo, on 
voit combien la condition de minimum de déviation simplifie le calcul 
de la détermination complète d’un rayon réfracté. 

Toutefois il est juste d'ajouter qu’au point de vue expérimental le 
minimum de déviation a l'inconvénient de définir avec moins de pré- 
cision l’incidence; mais cet inconvénient, qui nécessite des mesures ré- 
pétées et soignées, est loin de compenser les avantages de la simplicité 
du calcul. 


APPENDICE. 


GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME RELATIF A L’ELLIPSE SUBSTITUÉE A LA LIGNE D’ONDE: 
ELLIPSOIDE SUBSTITUÉ A LA SURFACE D’ONDE. 


37. On a vu, dans le cas de la réfraction des ondes planes parallèles 
à l’arête du prisme, que la trace de l’onde réfractée est tangente à une 
certaine ellipse dont les axes ne dépendent que de la déviation et de 
l’angle du prisme. Dans le cas général de l’onde plane réfractée quel- 
conque, une généralisation se présente immédiatement à l'esprit; son 
énoncé, qu’on prévoit sans peine, est le suivant : 


Toute onde plane réfractée par un prisme donné A est tangente à un 
ellipsoide à trois axes ayant pour sections circulaires les intersections de- 
la sphère de rayon =1 décrit d’un point de V'aréte du prisme comme centre 
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avec les faces. Les axes extrêmes sont 


A ARE 

cos — sin — 

2 I 2 
as a 
mn NS er ET A ED 

cos — sin — 


et ne dépendent que de la déviation de la projection des rayons incident 
et émergent ('), et de l'angle du prisme. 


La démonstration est la suivante : 
L’équation du plan de l’onde réfractée est de la forme 


, 1 
æ COSa + y COSB + 3 COSY = p= =; 


elle doit coincider avec l’équation (40) 


ene! er es AS, wa? . sin A 
x Sin — sine — sine’ — y cos — (sine+ sine’) + ztang@sinA = — ’ 
2 2 cos 0 
d’où l’on conclut, par identification, F 
‘ à 
PR | 
sin — : 
ncosa = — —— (sine — sine’) cos§ = — sin ——— cos 
~ sinA TIM - 
A 
cos— I 
2 AE e—e 
n cosh = — ——4 (sine + sine’) cosÿ = + y cos cos 6, 


ncosy = sin; 


éliminant e — e’ et @ par addition, après avoir élevé au carré, 


n° n° cos’ B Are me 
COS A Em rt COS? y 1 
P- 
ou 

1 cos’x cos’ cos’y 

= 4- +—, 


pe? 1 I 


(‘) Il est bon de ne pas oublier que Jes rayons incident et émergent réels font des angles 
égaux de part et d’autre du plan de la section droite, et que leur bissectrice coincide avec 
la bissectrice de leur projection sur ce plan. 


270 REFRACTION A TRAVERS UN PRISME 7 


d'où il résulte que le plan donné est tangent à l’ellipsoide ayant pour 


Dé £ 

Te at N M NA à 

axes —» — et I. FE : 
By 


NOTE DU N° 32. 


‘ 


On peut donner une démonstration géométrique assez simple de la relation 
entre les angles + et 9’ en procédant de la manière suivante : 

Soit HH’ (fig. 8) la trace du plan de l’onde réfractée parallèle à l’arête du 
prisme; rabattons ce plan d’onde sur le plan de la section droite en le faisant 


Fig. 8. 


tourner autour de HH’: les droites communes aux faces du prisme et aux 
ondes incidentes et immergentes seront représentées par des perpendicu- 
laires fh, H,, 1’, H’,; le point de contact de l’onde réfractée avec sa surface 
d'onde sera en r;, distant de la projection R, de la longueur z. Tout déplace- 
ment infiniment petit du plan d’onde réfractée correspondant à un pivotement 
autour du point de contact r, équivaudra à une rotation autour d’une droite quel- 
conque Ar h',: d’où il suit que les déplacements correspondants des ondes 
incidente et immergente équivaudront eux-mêmes à une rotation infiniment 
petite autour d'une droite facile à définir : ce seront (fig. 8) les droites CH, 
C'H°,, joignant respectivement les points de contact CC’ de ces ondes planes 
avec la sphère du rayon 1 et le point A, ou A; car, comme on l’a vu plus haut, 
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tout déplacement infiniment petit d’un plan tangent à la sphère équivaut à un 
pivotement autour du point de contact C'. 


Fig. 9. 


Dre. 


M 


L'expression des angles et 9’ se détermine aisément en fonction des don- 
nées de la figure. 

En effet, les ondes étant parallèles à l’arête, le plan CH,OH’,C’ est évidem- 
ment une section droite du prisme (O étant le centre de la sphère R =1). 

Les droites GC, OC’ font les rayons incident et émergent. Les plans infini- 
ment peu inclinés sur les ondes correspondantes et tournant autour des 
droites Ch,, C’A’, sont les ondes de rayons infiniment peu inclinés sur les 
rayons OC, OC’, etsitués respectivement dans un même plan dont les droites Ch;, 
C’h’,, sont les normales. Ce sont donc les plans qui contiennent les rayons 
incidents venant de ces droites infiniment petites situées à l'infini; il est évi- 
dent alors que les angles 9 et 9’, définis plus haut comme l’inclinaison de ces 
plans avec l’arête du prisme, sont égaux en valeur absolue à A, CH, et X',C'H; 
mais si l’on rappelle les conventions relatives au signe de 8, on doit mettre le 
signe a A C'H. et écrire 

H, A, = CH, tango = cote tango, 
H’,/’,=— CH, tango’ = — cote’ tango’. 
Revenons a la fig.8 et exprimons géométriquement que les trois points /,, 


r,, À, sont en ligne droite: on obtient aisément deux triangles semblables qui 
donnent, en posant HR, =, H,Ri=w’, Rin = 2, 


œw!  24,—H'h', z+ cote’ tango” 
w HA, —z  cotetango — 2, 


Il reste à exprimer w et w’ en fonction des angles r, r’ et des coordonnées 
x, = 0Q, 7% =QR du point R rapporté aux axes Ox, Oy. 


.% . 


ie 
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Projetant le contour OQRHO sur une perpendiculaire à OH, il vient en comp- 
tant w en valeur absolue, sans avoir égard aux signes 


$ 


inr— =o sin —; 
wsinr=— sts = + Lo a 
de même le contour OQRH’O projeté sur une perpendiculaire à OH’ donne 
w sire FLE sin — » 
= Ÿo à 0 à 


d'où l’on tire | t M Après substitution de Sige Sur” 
où l'on tire le rapport ——- Ap et ain 


A ; 
; COS — — x, Sin — 
w z+ cote’ tango’ sine TRE ARE" 


w  cotetangp — Zz sine’ 


A A’ 
=, in — 
Yo COS * + LS >= 


d’où l’on tire 
ine’ à ne + sine = = oe 
3,| sine’ | 1 cos — + asin = sine| y, cos 7 eosin > 
A eA / j A ¢ MA ise 
— tang cose|y, cos> — x, sin — + tango’ cose’| y, cos — +æ sin — — 0. 


Le coefficient de z, est évidemment égal à 


RON PSI : LT SSS Sie’ ; 
w’ sinr’ sine + w sinrsine ea (w+ w’); 
. . . " A , I I 
mais, dans le triangle HH’O, la relation entre les côtés w + w’, —— » —— 
sine sine 
et le sinus des angles opposés x — A, r, r’ donne 
wtw I I sinA = nsinÀ 


= = = tw! SS ,—7> = —————. 
sinA sinesinr sine’ sinr’ sinesinr’ sine sine’ 


Le coefficient de z, se réduit donc à sin A. 
Apres substitution, il vient 


A Reef 
tang 9 cose | y, COS pags Æo Sin 7 
net A EL eee 
— tang’ cose Js cos > + sin — — z,sinA =o, 


formule qui coincide avec l’équation (42). 
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LES SURFACES CYCLIDES, 


Par M. DARBOUX, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE. 


Dans un travail antérieur ('), j'ai étudié la classification, les sections 
planes et sphériques des surfaces du quatrième ordre ayant le cercle 
de l'infini pour ligne double, et des surfaces du troisième ordre qui 
contiennent ce cercle. Ces surfaces comprennent, comme cas très-parti- 
culier, la cyclide de M. Dupin, et elles font partie d’une classe plus gé- 
nérale de surfaces nommées anallagmatiques par M. Moutard. J’ai pro- 
posé de réserver à ces surfaces le nom de cyclides, pour rappeler leur 
analogie avec la cyclide de M. Dupin (que j'appelle cyclide à quatre 
points doubles) et pour les distinguer des autres surfaces anallagma- 
tiques d’ordre quelconque. J’adopterai ici cette nouvelle dénomina- 
tion. Le présent travail est consacré au développement d’une série de 
propositions qui établissent la plus grande analogie entre la théorie 
des cyclides et celle des quadriques. Dans un Mémoire suivant, j’expli- 
querai cette analogie en indiquant les propriétés principales d’un 
nouveau système de coordonnées qui paraît très-important pour l’étude 
de certaines propriétés de l’espace; mais, dans le travail actuel, je 
n’emploierai que le système des coordonnées rectangulaires, dont on 
fait usage en Géométrie analytique. M. Moutard a démontré le premier 


(!) Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, À. LXVIIL, p. 1311. 
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qu’étant donnée une cyclide, les sphères doublement tangentes à cette 
surface se divisent en cinq séries; les centres des sphères de chaque 
série sont situés sur une quadrique; les sphères coupent toutes à angle 
droit une sphère qui est la même pour chaque série. La cyclide peut 
done être considérée, et de cing manières différentes, comme l’enve- 
loppe d’une série de sphères ayant leurs centres sur une surface du se- 
cond degré Q;, et coupant à angle droit une sphère S;. On a en tout cing 
quadriques Q,, auxquelles correspondent cinq sphères S;. Les cinq qua- 
driques sont homofocales; les cinq sphères S; sont orthogonales deux à 
deux. M. Laguerre a d’ailleurs donné des propriétés élégantes de ce 
système remarquable de dix surfaces. 

Je me propose d'ajouter aux propriétés déjà connues d’autres propo- 
sitions nouvelles, relatives surtout aux normales des cyclides. Ces pro- 
positions me paraissent mériter d’être développées; on connait, en 
effet, peu de théorèmes sur les surfaces de degré supérieur; il n’est 
donc pas sans intérêt de donner des propriétés d’une classe de surfaces 
qui donnent, par une transformation homographique, toutes les surfaces 
du troisième ordre et les surfaces du quatrième ordre à conique double, 
et de généraliser, pour ces surfaces, des théorèmes importants dans la 
théorie des surfaces du second degré. 


iF 


On sait que, sil’on prend, sur chaque normale d’une quadrique, les 
trois points ou elle coupe les plans principaux et le pied de la normale, 
ces quatre points déterminent sur chaque normale une division sem- 
blable 4 une division fixe. Les rapports de leurs distances mutuelles de- 
meurent invariables; en d’autres termes, les quatre points où la normale 
rencontre les plans principaux et le plan de l’infini, le pied de la nor- 
male, déterminent sur chaque normale une division homographique a 
une division fixe. On sait enfin qu’un sixième point, pris sur la normale 
et assujetti à former avec trois quelconques des cinq points précédents 
_ un rapport anharmonique constant, décrit une surface du second degré 
ayant les mêmes plans de symétrie que la première, et dont le rôle est 
important dans la recherche des normales menées par un point à la 
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quadrique. La proposition précédente s'étend aux cyclides, comme nous 
allons le démontrer. 
Soit 


(1) (a +y2+ 7) 4 A x — 4A’y?—4 A" 2?— 8Cx—S8C'y—8C’z—4D=0 


l’équation réduite d’une cyclide que, pour plus de simplicité, nous sup- 
posons être du quatrième ordre. 

Soit 
(2) L+Y+z =2ax +26y+2yz +20 
l'équation d’une sphère. Si nous exprimons qu’elle est doublement tan- 
gente à la cyclide, nous trouverons les équations 


C2 
3 2 a= | eS 
(3) D+¥—\ Lo, 
Ca 
(4) p=r+) 
iB nt a Cai zag A) aaa 
(8) À Ah MIE 


À sera déterminé par l’équation du cinquième degré (3). Le centre de 
la sphère décrira la quadrique représentée par l’équation (5); enfin 
l'équation (4) détermine d en fonction des coordonnées du centre, et 
par conséquent l’équation de la sphère doublement tangente peut s’é- 
crire 


(6) a ty? + aux — apy —2ys— 22 Ÿ CE =o. 


On voit que cette équation contient au premier degré les variables «, 
B, y, et par conséquent elle représente une suite de sphères orthogo- 
nales à une sphère fixe. En effet, la puissance par rapport à la sphère 
précédente du point dont les coordonnées sont 


C ii C! See EZ 
(7) NAT ao) LIRE Om 
est constante et égale à 
. C? Cc”? Cc” 
“ Seat 
ay twa tay? 


35. 
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Donc toutes les sphères d’une même série correspondant à une même 
valeur de A sont orthogonales à la sphère fixe, dont l'équation est 
2Cx 2Cy 2C”z 


(9) CARE ARE Many Set CDN es UD CA Le Le 


En remplaçant, dans cette équation, À par les cinq racines de l’équa- 
tion (3), on obtient cinq équations remarquables représentant cinq 
sphères orthogonales. On peut même, si l’on veut, exprimer D, C, C’, C” 
en fonction de ces racines, et écrire ainsi un système d'équations géné- 
rales représentant cinq sphères orthogonales. Nous indiquerons des pro- 
cédés plus simples pour obtenir le même résultat. 

Quand la sphère variable (6) se déplace, son enveloppe est la cyclide, 
_ et'en prenant pour À successivement les cing racines de l’équation (3), 
nous aurons les cinq séries de sphères doublement tangentes indiquées 
_ par M. Moutard. 

Le centre (a, B, y) de la sphère est d’ailleurs lié aux coordonnées 
(a, y, =) du point de contact par les formules suivantes, dont la re- 
cherche n’offre aucune difficulté, 


æ(i— A)—C 

~~, 2À— 2 — y? — 2? 
__ y(—A)—cC 

| Par ae ear erty 


2 


Hire A")— GC” : 


21 — x? — y? — 72? 


d’où l’on déduit, en posant, pour abréger, x? + y? + 2? = R?, 
x — 424 — BY) + 20 

53 ati 4) mi 

__B(21—R?) + 2C’ 
(11) y 2(À — A’) 
LE Mts à em 
PRFET ENT 


> 


La forme méme des équations (10), qui sont du premier degré en À, 
nous indique le théorème que nous nous proposions de démontrer. Si, 
dans ces formules, laissant invariables x,y, 3, nous donnons à À les 
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cing valeurs, racines de l'équation du cinquieme degré (3), nous obte- 
_nons les centres des cing sphères doublement tangentes à la surface, 
dont un des points de contact avec la cyclide est le point (a, y, z). Ainsi, 
en donnant ? à À les six valeurs 


D, À, do, À À Ass 


À; désignant une racine de l'équation (3), on obtient le point a, y, z, 
et les cing centres des sphères situées sur la normale à la cyclide au 
point æ, y, z (centres qui sont sur les surfaces Q;). Le rapport anhar- 
monique de quatre quelconques de ces six points est constant et égal 
au rapport anharmonique des valeurs correspondantes du paramètre. 
On peut donc énoncer le théorème suivant : 


Taéorème I. — Si l’on considère, sur une normale à la cyclide, le pied 
de cette normale et les cinq points où elle coupe les cing quadriques Q,, 
le rapport anharmonique de quatre quelconques de ces six points est con- 
stant. 


Chaque normale coupe une des quadriques Q; en deux points; il est 
à remarquer que nous prenons celui de ces points qui est le centre de 
la sphère doublement tangente à la cyclide au pied de la normale. 

Les formules (10) conduisent méme a un autre résultat : c’est que 
les distances des six points considérés dans la proposition précédente con- 
servent elles-mêmes un rapport invariable toutes les fois que le pied de la 
normale sur la cyclide se déplace, en restant a une distance invariable 
du centre des cing surfaces Q;. 

On conclurait facilement de cette remarque que les seules surfaces du 
second degré inscrites à la cyclide sont celles pour lesquelles la courbe de 
contact avec la cyclide est sur une sphère concentrique aux surfaces Q,. 


IL. 


Nous sommes naturellement conduit à nous proposer la question 


suivante : 

Trouver le lieu du point qui, sur chaque normale, forme, avec les 
six points considérés, une division homographique à une division fixe, 
c’est-à-dire donne lieu, pris avec trois quelconques d’entre eux, à un 


rapport anharmonique constant. 
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Il est clair que le point dont nous nous proposons de trouver le lieu 
se déduit des formules (10), en donnant à À une valeur quelconque, 
mais constante, quels que soient x, y, 2. Il faudra, pour trouver l’équa- 
tion du lieu, éliminer æ, y, s entre les équations (10) ou (11) et l'équa- 
tion (1) de la cyclide. On trouve ainsi 


| à—R:)+2C} 
(12) que = EOS Le 


et ’équation de la cyclide devient 


mms Sfr Nae) 


Il faut éliminer R? = a2? + y? + z° entre ces deux équations. Nous po- 
sons, pour abréger, 


a ons ita eas 
te Aer p++ Y=, 


ress: a VU DE yes, ots AL 
nos équations deviennent alors 

(15) 2/0 

(16) se Ae L'= &, 


et, par suite, l’équation du lieu cherché est 


erin 
| 


(17) (L’U — LV} — 4P?LU =o. 


Si l’on remarque que U et V sont des fonctions du second degré, que P 
est du premier degré, on voit que le lieu cherché est une surface du qua- 
trieme ordre ayant pour ligne double la conique définie par les équations 


= -L UU LY = 4, 


ce qui conduit à la proposition suivante : 
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Tutorime Il. — Si sur chaque normale à la cyclide on prend le point 
qui, avec les centres des cing sphères doublement tangentes à la surface et 
avec le pied de la normale, forme une division homographique à une di- 
vision fixe, le lieu de ce point est une surface du quatrième ordre à conique 
double, cette conique étant située à distance finie. 


Les résultats précédents donnent lieu à plusieurs remarques. 
D'abord, toutes les fois que X annule L, la surface du quatrième ordre 
se réduit à deux surfaces du second ordre confondues 


Let 0, 


ce qui est d'accord avec les résultats précédents. Dans tout autre cas la 
surface est indécomposable. 

En second lieu, la cyclide, que nous appellerons C, et la surface ac- 
tuelle, que nous désignerons par M, se correspondent point par point. 
On déduit, en effet, en remplaçant dans les formules (11) 24 — R? par sa 
valeur déduite de (16) et (17), 


DOME es 
RAM iA LY LD 

a oat 08 2PL 
(18) i ay aca aah LV LU’ 
HET 4 2PL 
PARA Ne AT AL LV LU 


Ainsi, à tout point de la surface M correspond un seul point de la cy- 
clide C. Il faut cependant faire une exception pour le cas où L est nul; 
alors la surface M se réduit & deux surfaces du second degré confon- 
dues, et à tout point de cette surface double correspondent deux points 
de la cyclide. On a en effet, dans tous les cas, 


ph R=2(/5 


| LE L 
et, d’après l’équation (16), en tirant de cette équation V5 on trouve 


(19) aA —R—-92P+VYP:+L'V; 


+. Enr. cr pa 
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on déduit de là les formules 


C— Pa a a 
— de ee SS 2 ! 
he yy VP+Ly, 
rig ons Te! B 
/ —- +- 2 / 
(20) = Taare ay aay TU hha +L'V, 


C’—Py y Sat. eel 
ae eee Eien eee 2 ! 
HOTTE À? En avr pH MS 


qui donnent les deux points de la cyclide correspondant au point de la 
quadrique Q, à laquelle se réduit la surface M. 

Les formules (18), qui font correspondre un point de la cyclide à un 
point de la surface M, souffrent une deuxième exception, qui se rap- 
porte à toute surface M, et à des points particuliers de cette surface, 
les points de la conique double. On a, en effet, pour ces points, : 


Pos (LVL Ueto: 


on doit avoir recours aux formules 


= ee Li 
À — A’ A— A’ U 


qui montrent, comme cela doit étre, qu’a tout point de la conique 
double de la surface M correspondent deux points sur la cyclide; mais 
les points de la cyclide correspondant à tous les points de la courbe 
double forment une courbe remarquable que nous allons étudier. 


il. 


Pour trouver sur la cyclide C le lieu des points qui correspondent 
aux points de la conique double de M, il suffira de remplacer «, 6, 2 


dans l’équation 
PE, 
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par leurs valeurs en fonction de x, y. z. On obtient ainsi l'équation 


— 21 — 0. 


NAT 2 CP LEO Z 20 

oo a eo a 
La courbe cherchée est à l’intersection de la cyclide et de la sphère re- 
présentée par l'équation précédente. Ce premier résultat est déjà re- 
marquable; mais, si l'on tient compte des formules (21), on voit qu’à 
tout point de la conique double de M correspondent sur la sphere (22) 
deux points diamétralement opposés. Donc la section de la cyclide par 
cette sphère, qui est nécessairement une courbe du quatrième ordre, 
est ici une conique sphérique; on a le théorème suivant : 


TaéorÈme II]. — I existe, sur toute cyclide, une série de coniques sphe- 
riques. Ces lignes sont celles qui correspondent sur les surfaces M, déjà de- 
finies, aux coniques doubles de ces surfaces. 


Nous verrons d’ailleurs qu’il n’existe pas d’autre série de coniques 
sphériques sur la cyclide. Étudions leur disposition et leurs propriétés. 
L’équation (21) est du septième degré en d : i passe donc sept sphères 
et, par conséquent, sept coniques Sphériques par tout point de la cyclide. 
Le centre de la sphère qui contient la conique est défini par les 
formules 
Re RIRE Rens EN: 
À — A A— A’ A— A” 
si l’on compare ces formules aux équations (7), on voit qu’elles sont 
semblables; donc : | 


Taéorème IV. — Le lieu des centres des sphères coupant la cyclide 
suivant une conique sphérique est une cubique gauche | dont on obuent 
tous les points en faisant varier À dans les formules (22)] qui content les 
centres des cing sphères orthogonales §;, et les sommets du tétraëdre con- 
Jugué commun aux cing surfaces Q;. 

Cette cubique gauche est d’une importance réelle dans la théorie des 
cyclides; mais auparavant nous ferons une remarque servant de véri- 
fication aux calculs qui précèdent. 

Quand la sphère (22) a même centre que l’une des sphères S,, on re- 
marque que le carré du rayon est égal et de signe contraire au carré du 
rayon de S;. C’est un résultat qu'il est facile d'expliquer; nous savons 
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que les points de la cyclide situés sur les droites, passant par le centre O 
de S;, se groupent par couples A, A’; B, B’, tels que 


OA OA’= R?; 
si donc on coupe la cyclide par la sphère de rayon R;ÿ— 1, on aura 
OA = — OA'—R;ÿ—1; 


les points A, A’ seront diamétralement opposés, et la section sera une 
conique sphérique. 

Revenons à la cubique gauche et aux coniques sphériques, et cher- 
chons’si, parmi elles, il en est qui se décomposent en deux grands 
cercles de la sphere (22). Dans ce cas, cette sphère sera nécessairement 
tangente à la cyclide aux deux extrémités d’un diamètre A, A’, et, par 
suite, la droite AA’ ira passer par un des cinq pôles, O par exemple, 
centre de S;, et, comme cette droite est perpendiculaire au plan tan- 
gent, on voit qu’on aura les centres des sphères cherchées en abaissant 
du centre de l’une des cinq sphères S; des normales sur la quadrique 
correspondante Q;. Il y aura donc en tout 6.5 = 30 sphères coupant 
la cyclide suivant deux grands cercles, et ces deux grands cercles se 
couperont suivant une droite AA‘, qui sera normale double de la ey- 
clide. On peut donc énoncer la proposition suivante : 


Tutorime IV. — Toute cyclide a 30 normales doubles qu'on obtient 
en abaissant de chacun des centres des sphères 8; des normales sur la sur- 
face correspondante Q,;. | 

Les pieds de ces normales (sur les surfaces Q;) appartiennent à la cu- 
bique gauche, lieu des centres des sphères coupant suivant des coniques 
sphériques. 

Cette proposition nous conduit à énoncer la suivante, relative exclu- 
sivement aux surfaces du second degré, qu’on déduit sans peine des 
résultats précédents et sur la démonstration de laquelle nous n’insiste- 
rons pas. 


Taéorème V. — Si d’un point on méne des normales à une quadrique, 
les pieds des six normales sont sur une cubique gauche passant par le 
point A, par le centre de la quadrique et par les trois points à l'infini dans 
la direction des axes de symétrie. 
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Toute droite rencontrant cette cubique gauche en deux points est un 
axe (c’est-à-dire une droite perpendiculaire à sa polaire). 

La cubique rencontre l’une quelconque des quadriques homofocales à 
la proposée en six points pour lesquels les normales vont concourir en un 
autre point de la même cubique. Les sécantes doubles de la cubique sont 
normales à une des quadriques homofocales ; le plan tangent au pied de la 
normale à cette quadrique enveloppe une surface de Steiner coupée suivant 
des coniques doubles par les quatre faces du tétraèdre conjugué. 

Enfin la cubique contient une infinité de systèmes de cing points, tels que 
ces points puissent être les centres des cing sphères ortho gonales (ces points 

_sont définis par la condition évidente que chacun d’eux est le point de 
rencontre des hauteurs du tétraèdre formé par les quatre autres). 

Les cing surfaces correspondant à ces cing points peuvent être as- 
sociées aux cing sphères pour donner les cing modes de génération 
d’une cyclide. La surface correspondant à un point de la cubique est celle 
pour laquelle les pieds des normales abaissées du point sont sur la cubique 


gauche, 


LY; 


Les calculs précédents et les résultats déjà établis conduisent à des 
propriétés des sections sphériques des cyclides, qui paraissent mériter 
d’être signalées. Il est naturel, du reste, de ne pas séparer l’étude des 
sections planes de celle des sections sphériques, ear, une cyclide ne 
changeant pas de nature apres une transformation par rayons vecteurs 
réciproques, toutes propriétés des sections planes doivent s’étendre aux 
sections sphériques. 

Proposons-nous d’abord de construire géométriquement les points à 
l'infini de toute section sphérique. Une: sphère contenant le cercle de 
l'infini coupe la cyclide suivant ce cercle, que j’appellerai I, et suivant 
une courbe H. Au point où cette courbe coupera le cercle de l’infini, la 
sphère et la cyclide seront tangentes. Or les plans tangents à la cyclide 
sur le cercle I sont les plans tangents communs à toutes les quadri- 
ques Q,, les plans tangents à la sphère par le cercle I passant par son 
centre. On aura donc à mener du centre de la sphère les quatre plans 
tangents communs à toutes les surfaces homofocales aux cinq sur- 

; 36. 
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faces Q;. Les points de contact, avec le cercle de l’infini de ces quatre 
plans, seront les points à l’infini de la section sphérique. Or ces quatre 
plans sont ceux qui déterminent les focales communes des cones ayant 
pour sommet le centre de la sphère, et circonscrits à toutes les surfaces 
homofocales; on aura donc les points à l’infini de la courbe, en menant 
les plans perpendiculaires aux génératrices des surfaces homofocales 
à Q; passant au centre de la sphère considérée. Ces plans coupent le 
cercle I en quatre points qui sont les points cherchés. é 

Par exemple, cherchons quelles sont les sections sphériques qui sont 
tangentes en deux points au cercle I. Nous avons dit quelques mots de 
ces courbes, dans le travail déja cité, et proposé de les appeler carte- 
siennes, à cause de leur analogie avec les ovales de Descartes. Il faudra 
que la sphère sur laquelle elles se trouvent ait son centre sur l’une des 
focales des surfaces Q,, et cette condition, qui est nécessaire, est aussi 

suffisante. Done 


TuéorÈmMe VI. — Toute cartesienne tracée sur une cyclide est sur une 
sphère ayant son centre sur la focale singulière de la cyclide (qui est une 
des focales des cing surfaces Q;). 


En particulier, si le rayon de la sphère est infini, on retrouve les 
sections planes formées d’ovales de Descartes. Les plans de ces sections 
sont parallèles aux plans cycliques des cônes doublement tangents à 
la surface. 

Mais on peut obtenir les résultats qui précèdent, et quelques autres, 
par les remarques suivantes faites sur les calculs des paragraphes pré- 
cédents. 

Reprenons l’équation d’une sphère 


(2) aay? + 2" — 24% — 25 Y — 2yz— 20 — 0. 


Si,cette sphère vérifie seulement les équations (4), (5) 


re >) Ca 
(4) D =") + re wy 
à OR ETS & FRE A ARE 
(5) Yes) Res da. PT es 


elle coupera la cyclide suivant une courbe suce sur un cylindre du se- 


wae 
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cond degré. Done, si l’on donne à À une valeur quelconque, mais fixe, 
on aura une série de sphères dont les centres décriront la quadrique (5) 
homofocale aux Q;, qui seront toutes orthogonales à la sphère 


(9) 2Cx 2Cy 2C7z 


Pend re in agin yea ahs oO, 


dont le centre décrit la cubique gauche déjà considérée. Les sphères 
appartenant à cette série couperont toutes la cyclide, suivant une courbe 
située sur un cylindre. L’axe du cylindre, correspondant à chaque 
sphère, passera par le centre de la sphère (9), et sera perpendiculaire 
au plan tangent à la quadrique (5) au centre même de la sphère (2). 

Ainsi, parmi toutes les sphères ayant leur centre en un point fixe, 
trois seulement coupent suivant des courbes situées sur un cylindre : 
ce sont celles qui correspondent aux trois surfaces homofocales aux Q,, 
et passant par le point fixe, centre des sphères considérées. 

Si les rayons de deux de ces sphères deviennent égaux, on a une 
courbe située sur deux cylindres; enfin, si les rayons sont égaux, la 
section sphérique correspondante est située sur trois cylindres : c’est 
une conique sphérique. On retrouve ainsi l’unique série déjà étudiée 
plus haut. 

C’est ce qu'il est facile d'expliquer de la manière suivante. Soit une 
sphère coupant suivant une conique sphérique. Si l’on fait varier le 
terme constant D dans équation de la cyclide, on s’assure, par un calcul 
qui est tres-simple, que la sphère continuera à couper suivant une co- 
nique sphérique. On pourra donc choisir le terme constant, de manière 
que la conique sphérique se décompose en deux cercles, ce qui donnera 
pour le centre de la sphère, À variant avec D, un point quelconque de 
la cubique gauche déjà considérée. 


Ni 


Proposons-nous maintenant d'étudier, d’une manière plus détaillée, 
la relation entre la cyclide C et la surface M, lieu des points divisant 
projectivement les normales. 

Supposons que le point x, y, = décrive, sur la cyclide, la courbe située 
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à l’intersection de cette surface et de la sphère 
(23) a? +y +2 + 2He + 2H’ y+ 2H"’z + 2K =0, 


quelle sera la courbe décrite par les points correspondants sur la sur- 
face M? En effectuant la substitution des valeurs (11), on trouve 


A an eee 
(24) (R? — 2A) (1S 2x) + 2K -+ 24+ Des = 


posons 


CH 
(25) l=K +A+ Né 
aH 
(26) Q= ST -} 
on aura 
L _—2P 
(27) 2/5 = 0 ; 


et, par suite, 
pe 
Q? 


et, en substituant la valeur de U dans l'équation de la surface, 


(28) Le p'U — 4Q?=09, 


Li LVP 10: : 
(29) — > =P BLO” —2pPQ=L'Q'— Vp’, 


Cette équation représente une surface du second degré qu’on peut rem- 
placer par la suivante 


(30) — 2p LPQ —(LV — L'U}p. 


Cette dernière équation représente une quadrique passant par la courbe 
double de M. Ainsi, à toute courbe sphérique tracée sur la cyclide C 
correspond une courbe analogue intersection de M, avec une quadrique 
passant par la courbe double; cette quadrique joue, par rapport à la sur- 
face M, le même rôle que la sphère par rapport à la cyclide. La relation 
entre les surfaces C et M est donc réciproque, en ce sens qu’à une courbe 
de la première située sur une spbère (quadrique passant par la courbe 
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double) correspond toujours une courbe de la seconde du quatrième 
ordre aussi, et située sur une quadrique contenant la conique double. 

Ce dernier résultat nous permet de nous rendre compte de la nature 
de la surface formée par les normales en tous les points d’une section 
sphérique de la cyclide. Si, laissant la sphère sécante fixe, on fait va- 
rier À, On aura une suite de courbes toutes du quatrième ordre, tracées 
sur la surface réglée que forment les normales en tous les points d’une 
section sphérique de la cyclide. 

Quatre de ces courbes sont planes : ce sont celles qui correspondent 
aux valeurs de À définies par l’équation 


CH 


p=K + 1+ TEA 


—= O0; 


le plan de la courbe est alors défini par l’équation 


qui est le plan polaire du centre de la sphère sécante par rapport à la 
quadrique du paramètre À. On voit donc que les normales en tous les 
points de la section sphérique coupent quatre plans en des points dont le 
rapport anharmonique est constant. 


Taéorème VII. — Les surfaces réglées formées des normales à la cy- 
clide en tous les points d’une courbe sphérique appartiennent à la classe 
de celles dont les génératrices coupent les faces d’un tétraédre en quatre 
points dont le rapport anharmonique est constant. Elles sont du huitième 
ordre, et éoupent les faces du tétraëdre suivant quatre droites et une courbe 
du quatrième ordre à deux points doubles. 


Il est clair que, si la section sphérique se décompose en deux cercles, 
la surface des normales se décompose en deux surfaces du quatrième 
ordre; mais les normales à Ja cyclide en tous les points d’une droite ren- 
contrant le cercle de l'infini décrivent un plan, et elles enveloppent 
dans ce plan une conique. 

La surface des normales acquiert une conique double toutes les fois 
que la sphère, qui détermine sa directrice sur la cyclide, devient ortho- 
gonale à une des cing sphères §;. Il peut ainsi y avoir jusqu’à trois co- 
niques doubles sur la surface des normales. 
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On voit ainsi qu'aux droites de C correspondent des droites de M, aux 
cercles des coniques, ete. Cette relation paraît d'autant plus remar- 
quable que les surfaces ne sont pas des transformées homographiques 
l’une de l’autre; car, parmi les surfaces M, ily en a trente correspon- 
dant aux coniques sphériques transformées en deux cercles, et pour 
lesquelles la conique double se décompose en deux droites. La méthode 
suivie permet ainsi de se rendre compte des propriétés de la surface du 
quatrième ordre à conique double, quand la conique se décompose en 
deux droites. 


VE 


Des relations entre les cing sphères et les cinq surfaces homofocales. —. 
Ces relations sont extrêmement nombreuses; on les démontre d’ailleurs 
sans difficulté, soit par l'Analyse, soit par la Géométrie. 

Désignons par C; le centre de la sphère S;, par P,; le plan radical de 
S; et de S;; la droite C;C; sera l’axe radical des trois sphères autres 
que S;, S;. On peut d’ailleurs énoncer les propositions suivantes : 

1° Deux centres C;, C; sont des pôles harmoniques dans les six sur- 
faces autres que S;, S;, Q;, Q;. 

2° Quatre centres, au nombre desquels ne se trouve pas C;, sont les 
sommets du tétraèdre conjugué commun à §; et à Q;. 

3° Le plan radical Pj est le plan polaire, soit de C; par rapport à Q,, 
soit de C; par rapport à Q;. Par conséquent, la droite C;C; est le lieu 
des pôles du plan P,; par rapport à toutes les surfaces homofocales. 

4° Le plan P;; coupe les deux sphères S;, S; suivant un cercle unique 
inscrit dans le quadrilatère circonscrit aux deux sections des surfaces 
Q;, Q; par le plan P;;. 

5° Si d'un axe C;C; on mène des plans tangents aux trois quadriques 
autres que Q;, Q;, les six points de contact sont, dans le plan P;;, les 
six sommets du quadrilatere complet circonscrit aux deux sections des 
surfaces Q;, Q;, et au cercle dont il a été question dans l'énoncé pré- 
cédent. 

6° La développable a ses lignes doubles sur les autres qua- 
driques Q. Cette élégante propriété a été énoncée par M. Laguerre, et 
elle comprend quelques-unes des propositions précédentes. 
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Les premières de ces relations se démontrent sans difficulté. En rap- 
prochant d’ailleurs les résultats précédents de quelques autres que j’ai 
donnés dans un autre travail (Bulletin des Sciences mathématiques et 
astronomiques, t. Il, p. 4o et 301), on est conduit à quelques propriétés 
en partie nouvelles des surfaces homofocales. Rappelons d’abord une 
définition importante. Étant donné un système de surfaces homofocales, 
nous appelons axe toute droite perpendiculaire à sa polaire. Tout axe 
est normal à une des surfaces homofocales. Les axes situés dans un 
plan P enveloppent une parabole Q tangente aux trois plans de symé- 
trie; les pieds de ces axes sur les surfaces auxquelles ils sont respecti- 
vement normaux forment une courbe du troisième ordre F, la focale 
à nœud. Cette courbe a pour point double le point p où le plan P est 
tangent à l’une des surfaces homofocales; elle est la polaire du point p 
par rapport à la parabole Q. D'ailleurs le lieu des pôles du plan P par 
rapport à toutes les quadriques homofocales est la perpendiculaire 
élevée au plan P en p. Cela posé, on a les relations suivantes : 

1° Le point p se trouve sur la directrice de la parabole Q, car les 
deux axes qu’on peut mener par le point p, étant les normales aux sur- 
faces passant en p, sont rectangulaires, et comme ce sont des tangentes 
de la parabole, le point p est un point de la directrice. 

2° Cette directrice est le lieu des centres des sections K faites dans 
les quadriques par le plan, car les axes de symétrie de ces sections 
sont axes d’après la définition donnée plus haut, et le centre de chaque 
section est un point d’où l’on peut mener à la parabole deux tangentes 
rectangulaires. 

3° La courbe Fest le lieu des pieds des normales ou des points de contact 
des tangentes menées par pala conique K et à toutes les courbes homofo- 
cales; car cette courbe contient les pieds des normales abaissées depsurK, 
les points de contact des tangentes menées dep aK, elle a un point double 
en p. Elle a donc dix points communs, et par conséquent coincide avec 
le lieu des pieds des normales à la conique K et aux courbes homofocales,. 

Ainsi la focale à nœud F est le lieu des pieds des normales ou des 
points de contact des tangentes menées de p à toutes les sections planes 
des surfaces homofocales. Elle joue d’ailleurs le même rôle par rapport 
à toutes les courbes homofocales aux précédentes, ma's il est clair que 
ce résultat n’a lieu que pour le point p. 
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4° En chaque point de la focale, deux coniques K sont pue 
entre elles et normales à la troisième. 

‘5° Les polaires du point p par rapport à toutes les coniques de sec- 
tion K sont des axes et enveloppent la parabole Q. 

6° On peut inscrire, dans la focale F, une infinité de quadrilatères 
complets dont les côtés demeurent tangents à un cercle quelconque 
ayant pour centre le point p. Ces propositions mettent en évidence ce 
fait remarquable : que le point p joue, par rapport aux coniques de sec- 
tions, le méme role que si elles étaient homofocales. Nous aurons a 
utiliser surtout les premiers théorèmes que nous venons de donner, 
dans l’étude que nous allons faire des conditions qui déterminent une 
cyclide. 


Vil. 


Si l’on donne deux des surfaces homofocales Q;, Q; et un plan Py, 
en prenant les pôles de ce plan par rapport aux deux surfaces, on aura 
les centres C;, C;. Les sphères S;, $; devant avoir ces points pour cen- 
tres et couper 5 plan P; suivant un cercle qui est inscrit dans le qua- 
drilatère , Seront cee ee (nous appelons K; la section de 
Q; par le plan). On aura donc deux sphères et les deux surfaces corres- 
pondantes. Les trois autres centres C seront les sommets du triangle 
conjugué aux deux coniques K;, K,, etc. Nous obtenons la proposition 
suivante : 

Les sections de deux surfaces homofocales par un plan quelconque sont 
des coniques inscrites dans un quadrilatère circonscriptible à un cercle. 

On peut définir, à l'exemple de M. Laguerre, une cyclide comme le 
lieu des sphères de rayon nul dont le plan radical avec S; enveloppe la 
surface correspondante Q;. Donc, pour tout point m de la cyclide, les 
plans radicaux mS,, mS; se couperont suivant une droite située dans 
le plan radical P;;. Or les premiers plans sont les plans tangents aux 
surfaces Q;, Q;, aux points où la normale en m à la cyclide va les ren- 
contrer. On à done l’élégante proposition suivante, due à M. Laguerre : 

Si, par toutes les droites d'un plan P;;, on méne des plans tangents a 
deux surfaces homofocales Q;, Q;, les droites de contact sont les normales 
d'une cyclide. 

Si, au lieu de prendre toutes les droites du plan, on prend seulement 
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celles qui passent par un point a, le point m, qui leur correspond sur 
la cyclide, est nécessairement sur une sphère ayant pour centre a et 
orthogonale à S,, S;. Done “wd 
St, par toutes les drowtes passant par un point et situées dans un plan, 
on méne des plans tangents à deux surfaces homofocales, les droites qui 
Joignent les points de contact forment une surface réglée du huitième 
ordre, ayant deux coniques doubles et dont les génératrices coupent à angle 
droit une courbe sphérique du quatrième ordre, située sur une sphère ayant 
son centre au point considéré. ‘a! 
Cette surface réglée appartient à la classe de celles dont les généra- 
trices coupent homographiquement les quatre faces d’un tétraèdre. 


VIII. 


Supposons que l’on se donne, a priori, trois des surfaces homofocales 
autres que Q;, Q;. L’axe radical C;C; ne peut être choisi arbitrairement. 
On a vu en effet que, si par cet axe on mene des plans tangents aux 
trois surfaces homofocales correspondantes, les six points de contact 
sont les sommets d’un quadrilatere complet. Cette condition détermine 
un système de rayons rectilignes ou congruence. On s’assure aisément que 
deux de ces rayons passent par un point, qu’il y en a six dans un plan. 
Ce sont les tangentes doubles (d’après les recherches de Kummer) d’une 
surface du quatrième ordre à douze points singuliers. L’axe radical C,C; 
doit être pris parmi ces tangentes doubles. 

Si l’on considère encore un point m de la cyclide comme une sphère 
de rayon nul, le centre radical de ce point et des trois sphères corres- 
pondant aux trois surfaces données devra décrire l’axe C;C;. Suppo- 
sons qu’on se donne un point de cet axe, il y aura deux solutions du 
problème, ce qui donne le théorème suivant : 

Si l’on prend les trois coniques de contact des plans tangenis menés 
d'un point m à trois surfaces homofocales, la surface du seiziéme ordre, 
engendrée par les droites qui s'appuient sur ces trois coniques, se décom- 
pose en deux surfaces du huitième ordre contenant chacune une courbe 
sphérique qui coupe à angle droit leurs génératrices, et dont les génératrices 
divisent homographiquement les quatre Jaces d'un tétraëdre; trois des faces 


de ce tétraëdre sont les plans des coniques de contact : chacune des deux 
37. 
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surfaces a pour lignes doubles les trois coniques de contact, et contient en 
outre quatre droites situées dans chacun des plans de ces coniques. 

Si le point m décrit une droite convenablement choisie, les surfaces ré- 
glées correspondantes ont leurs génératrices normales à une même cyclide. 

Si l'on mène les plans tangents aux trois quadriques aux points où elles 
sont rencontrées, sur les coniques doubles, par une droite s'appuyant sur 
les trois coniques, ces trois plans tangents se coupent suivant une droite 
passant par le pôle commun m des plans des trois coniques. — 


IX. 


Le cas oufl’on se donnerait, a prion, quatre des surfaces homofo- 
cales Q; n’offre pas une grande difficulté. Les axes radicaux décrivent 
des surfaces réglées tétraédrales dont l’étude n’offrirait aucun intérêt. 

Mais si l’on se donne les cing surfaces Q;, on reconnaitra que le pro- 
blème est déterminé. On trouve huit cyclides symétriques par rapport 
aux plans principaux, et l’on est conduit à la proposition suivante, dont 
la démonstration directe offrirait peut-étre quelque difficulté : 

Les droites qui coupent cing surfaces homofocales quelconques en cing 
points dont les rapports anharmoniques sont constants et égaux à ceux des 
surfaces correspondantes se divisent en huit systèmes symétriques de droites 
normales à une cyclide. 

De méme, le complexe des droites qui coupent quatre surfaces homofo- 
cales en quatre points dont le rapport anharmonique est constant et égal à 
celui des surfaces se compose de droites normales a une série de cyclides, 
et par conséquent on saura trouver toutes les surfaces dont les normales 
font partie du complexe ("). 


(') Pai indiqué en effet, dans un travail antérieur, que toutes les fois qu’on saura trouver 
un système de surfaces normales aux droites d’un complexe, on saura trouver toutes les 
surfaces dont les normales appartiennent au complexe. Ainsi, étant pris d’une manière quel- 
conque un système de surfaces à un paramètre variable, les normales à ces surfaces formant 
un complexe, on saura déterminer toutes les surfaces normales aux droites de ce complexe 
et sans intégration. 


RECHERCHES 


SUR LA 


VOLATILISATION APPARENTE DU SÉLÉNIUM ET DU TELLURE 


ET SUR LA 


DISSOCIATION DE LEURS COMBINAISONS HYDROGÉNÉES, 


Par M. Arrrep DITTE, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


Lorsqu'on chauffe au-dessus de 300 degrés l’une des extrémités d’un 
tube de verre renfermant du sélénium et de l'hydrogène, on voit, au 
bout d’un temps variable avec les conditions de l’expérience, appa- 
raître, en dehors de la partie chauffée, des aiguilles de sélénium entre- 
lacées de manière à former un réseau qui peut embrasser toute une sec- 
tion du tube; elles se déposent en un point où la température est de 
tres-peu inférieure à la fusion du sélénium (vers 250 degrés), et s’ac- 
croissent en nombre et en étendue quand on prolonge l'expérience. Le 
tellure donne lieu à des phénomènes analogues. La présence de l'hy- 
drogène est, du reste, indispensable; un autre gaz ne produirait rien 
de pareil, comme on le verra plus tard. 

Pour me rendre compte de ces phénomènes, j'ai étudié la combinai- 
son directe du sélénium et du tellure chauffés avec l'hydrogène, et la 
décomposition des acides sélénhydrique et tellurhydrique sous lin- 


fluence de la chaleur. 
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SELENIUM. 


I. — Formation de Vacide sélénhydrique sous l'influence 
de la chaleur. 


‘ 


L’acide sélénhydrique peut s’obtenir en combinant directement 
l’hydrogèné avec la vapeur de sélénium. Il résulte en effet des expé- 
riences de M. P. Hautefeuille que « le soufre et le sélénium, chauffés 
avec de l’hydrogéne dans des tubes scellés à 440 degrés, donnent des 
acides sulfhydrique et sélénhydrique » (Comptes rendus, t. LXIV, p.610, 
Note). J'ai cherché comment varie la quantité d’acide sélénhydrique 
produit quand on modifie la température. Des tubes scellés contenant 
l’hydrogène et le sélénium sont maintenus pendant un certain temps à 
une température fixe, et sont ensuite refroidis brusquement; l'acide 
sélénhydrique produit passe ainsi, en un temps très-court, de la tem- 
pérature du bain à celle de l'air ambiant, et l’on peut admettre, sans 
erreur sensible, que la quantité de ce gaz qui reste dans le tube après 
le refroidissement complet est bien égale à celle qui s’y trouvait à la 
température de l’expérience. Le tube froid est ouvert sur la cuve à mer- 
cure, le gaz est recueilli sous une cloche graduée, ce qui en fait con- 
naître le volume; on le traite par une solution très-concentrée de 
potasse qui absorbe presque instantanément l’acide sélénhydrique; il 
ne reste plus qu’à mesurer l'hydrogène restant, en ayant soin de noter 
la température et la pression, et l’on a tous les éléments nécessaires 
pour apprécier la composition en centièmes du mélange gazeux que 
renfermait le tube, c’est-à-dire la quantité d'acide sélénhydrique ob- 
tenu. Si l’on dose dans la liqueur alcaline le sélénium qu’elle renferme, 
on arrive aux mêmes résultats que par la mesure directe du gaz absorbé. 
(voir la Note A.) 

En suivant la formation de l’acide sélénhydrique depuis 200 degrés 
environ jusqu'aux températures les plus hautes que le verre peu fusible 
puisse supporter (700 degrés environ), on arrive aux résultats qui 
suivent : 


DU SÉLÉNIUM ET DU TELLURE, ETC. 


1° À une température déterminée, on n’obtient pas immédiatement 
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la quantité maximum possible d’acide sélénhydrique. Quelle que soit 
cette température, on constate que la proportion de cet acide formée 
dans le tube va tout d’abord en augmentant; mais, au bout d’un nombre 
d'heures d’autant plus considérable que le tube est moins fortement 
chauffé, elle cesse de s’accroitre, et l’on a la quantité maximum d’acide 
sélénhydrique qui peut prendre naissance dans les conditions deT'expé- 
rience, qu’il est alors inutile de prolonger pluslongtemps (voir la Note B). 


Température. 


‘ 350° 


Durée de l'expérience. 


108 


24 


HSe formé 
pour roo. 


31,4 
Ba 33 
36,2 
37,0 
45,4 
SEA 
51,7 
46,7 
47,3 


2° La quantité maximum d’acide sélénhydrique que l’on peut obte- 


nir à une température donnée varie avec cette température : 


Température. 


203° 
250 
275 
305 
325 
350 
44o 
vers 500 
520 
590 
640 


Durée de l’expérience. 
1685 
194 
170 
169 
140 
74 


69 
16 


fo 
4 


H Se formé. 
0,0 
6,8 

12,0 
22, 4 
28,8 
37,8 
51,7 
60,7 
63,9 
47,3 
43,1 


On voit ainsi que la quantité maximum d’acide sélénhydrique formé 


est fonction de la température; elle va en augmentant depuis le point 


de fusion du sélénium jusqu’à 520 degrés environ, puis diminue quand 
on chauffe au delà. Cette diminution se rattache, comme nous le ver- 


ay 


« 
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rons plus loin, à la propriété que possède ce gaz de se déco mposer à 
température élevée. 

3° Lorsque, au lieu de plonger tout le tube dans le bain à température 
constante, on n’y chauffe que la portion qui renferme le sélénium, on 
produit de l'acide sélénhydrique, qui, au bout d’un certain temps, 
cesse encore d’augmenter, et la quantité maximum que l’on obtient est 
la même que si le tube avait été chauffé tout entier. Seulement, tandis 
que dans ce dernier cas on retrouve au fond du tube, ou disséminé en 
gouttelettes sur ses parois, le sélénium en excès, dans le premier au 
contraire on voit bientôt apparaitre en dehors de la partie chauflée un 
anneau d’aiguilles brillantes de sélénium que nous étudierons plus 
loin. En disposant l’appareil de manière à faciliter le mouvement gazeux 
à son intérieur, on trouve que la composition du gaz est la même dans 
les différentes parties du tube; seulement on n'obtient la quantité 
d'acide sélénhydrique à la température considérée qu’au bout d’un 
temps qui varie avec les dimensions de l'appareil. 


Fig. 1. 


A appareil pour la préparation continue de l'hydrogène; B tube de verre contenant des fragments 
de potasse fondue; il est relié par un caoutchouc C à un tube fin de cuivre d qui conduit l’hydro- 
gène dans un tube de cuivre D, plein de tournure de cuivre et maintenu au rouge sombre avec 
une grille à gaz. Par les tubes d’ et C’, le gaz hydrogène arrive dans un troisième tube E, plein 
d’acide phosphorique vitreux, d’où il sort pur et sec pour se rendre par un tube en T, f, dans les 
tubes MM, renfermant le sélénium S, et placés dans la bouteille à soufre G. Le mélange d’hydro- 
gène et d’acide sélénhydrique sort par les tubes Az. Les éprouvettes ee', remplies d’eau, empéchent 
les tubes dd’ soudés à D de s’échaufler. 


La formation de l'acide sélénhydrique dans les circonstances qui 
précèdent fournit un moyen très-commode de préparer ce gaz, même 
en quantités considérables, lorsque l'hydrogène auquel il reste mé- 
langé est sans inconvénients pour son emploi ultérieur. On peut dis- 
poser l'appareil de la manière suivante : un ou plusieurs tubes de 
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verre MM (fig. 1) contenant du sélénium sont placés horizontalement 
dans un bain à température constante, dans la vapeur de soufre, par 
exemple à 440 degrés. On y fait passer un courant d'hydrogène parfaite- 
ment purifié par la méthode de M. H. Sainte-Claire Deville, de manière à 
les purger d’air, puis on porte le soufre à l’ébullition; il suffit alors de 
maintenir cette température et de faire passer lentement dans les tubes 
de verre le courant d'hydrogène : le gaz que l’on recueille est un mélange 
d'hydrogène et d'acide sélénhydrique (contenant jusqu’à 45 et 50 pour 
100 de ce dernier gaz quand on opère à 44o degrés), que l’on peut pro- 
duire d’une manière continue aussi longtemps que les tubes M con- 
tiennent du sélénium. On pourrait remplacer la vapeur de soufre 
(440 degrés) par celle de mercure (360 degrés), ou chauffer directe- 
ment les tubes M avec des charbons. L'avantage du bain à température 
fixe est de n’exiger aucune surveillance, et la production de l'acide 
sélénhydrique s'effectue dans l'appareil avec une grande régularité. 


IT. — Décomposition de l'acide sélénhydrique sous 0 influence 
de la chaleur. 


1° Si, prenant deux tubes chauffés dans les mêmes circonstances et 
arrivés à ce point que la quantité d’acide sélénhydrique n’augmente 
plus à leur intérieur, on refroidit l’un brusquement, comme dans les 
expériences qui précèdent, tandis qu’on laisse l’autre revenir peu à peu 
à la température ordinaire (de 15 à 20 degrés), en passant lentement 
par tous les degrés intermédiaires, on constate que celui-ci contient 
moins d’acide sélénhydrique que le premier, et d’autant moins que le 
refroidissement a été plus lent : les deux tubes refroidis brusquement 
auraient contenu la même quantité de ce gaz. Il y a done, lors du re- 
froidissement progressif, décomposition d’une partie de l’acide sélén- 
hydrique formé : c’est un phénomène de dissociation par abaissement 
de température (voir la Note C). 
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Température. 


350° 
550 
600 
44o 
650 
- 550 


HSe contenu dans le tube, refroidi 
WW] rr 


brusquement. 
36,3 
48,1 
45,3 
5650 
43,2 
48,8 


lentement. 
33,0 
38,5 
35,4 
37,5 
33,5 
3457 


Durée 
du 
refroidissement lent. 


DORE oo 


. 


Pour étudier méthodiquement l'influence de l’abaissement de la 
température sur la quantité de gaz détruite, j’ai fait une série d’expé- 
riences dans lesquelles, prenant deux tubes qui renferment la quantité 
maximum d’acide sélénhydrique possible à une température donnée, 
on refroidit l’un brusquement, tandis qu'on maintient l’autre pendant 
un temps plus ou moins considérable à une température plus basse que 
la première. Le tableau suivant, qui résume les résultats, établit que 
la portion détruite dans ce dernier cas est d’autant plus considérable que 
la seconde température est plus voisine de 270 degrés environ. 


Température. 


155° 

203 

255 

245 à 255° 


» » 


350 
44o 
44o 


HSe restant 
non décomposé. 
37,0 
2737 
4751 
28,1 
27,3 
24,6 
20,2 
20,3 
23,6 
28,9 
37,9 
37,0 
Spa 


51,7 


Durée 


de l’expérience. 


214 
168 


HSe formé 
directement. 


0,0 

0,0 

6,8 
» 
» 


37,8 
37,0 
51,2 


5157 


Durée 
de l’expérience. 


2608 


214 


194 


La comparaison entre ces résultats et ceux que donne la combinaison 
directe du sélénium et de l'hydrogène, aux mêmes températures, montre 
qu'au-dessus de 270 degrés à chaque température correspond une quan- 
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tité déterminée d’acide sélénhydrique, quantité constante et toujours 
la même, soit que le tube porté à cette température contienne d’abord 
de l’acide sélénhydrique tout formé, soit qu’il ne renferme que ses élé- 
ments; cette égalité dans la quantité trouvée d’acide sélénhydrique 
établit qu'aux températures considérées on a bien atteint la limite de 
décomposition. Au-dessous de 270 degrés, la combinaison et la décom- 
position sont tellement lentes l’une et l’autre, et surtout la combinaison, 
que l’on ne peut pas regarder comme définitivement fixées les quantités 
décomposées à ces températures. 

2° Quand, au lieu de soumettre l’un des tubes considérés à l’action 
d’une chaleur plus faible que celle à laquelle on l'avait exposé d’abord, 
on le chauffe davantage au contraire, on voit, comme je l'ai dit plus 
haut, la proportion d'acide sélénhydrique augmenter jusque vers 520 de: 
grés pour diminuer au delà. Or, si de deux tubes contenant la quantité °° 
maximum possible à 520 degrés, c'est-à-dire la plus grande que l’on 
puisse obtenir par combinaison directe, on refroidit l’un brusquement, 
tandis qu’on porte l’autre à une température plus élevée, acide sélén- 
hydrique diminue dans ce dernier. Il y a là dissociation de ce gaz par 


élévation de température, et la quantité détruite est d’autant plus con- 


x Ÿ 


+ 


sidérable que l’on a chauffé davantage au delà de 520 degrés. a 
Pour effectuer la décomposition de l’acide sélénhydrique à une tem- * 
pérature donnée, il n’est pas non plus indispensable de porter à cette 
température le tube tout entier soumis à l'expérience, et, lorsqu'on a 
chauffé deux tubes dans les mêmes circonstances, l’un tout entier, l’autre 
en partie, la proportion d’acide sélénhydrique qui reste non détruite 
est la même dans tous les deux. Si l’on considère, d’ailleurs, un tube 
dont l’extrémité contenant le sélénium a été chauffée à 440 degrés pen- 
dant un certain temps, et qu’on porte cette même partie dans un bain 
à 325 degrés, on constate que la quantité d’acide sélénhydrique con- 
tenue dans l’appareil a diminué pour se fixer à 28 pour roo environ, 
proportion maximum d'acide sélénhydrique possible à 325 degrés. 
L'opération se fait avec un tube semblable à ceux décrits dans la Note A, 
et dont on peut séparer et analyser successivement les diverses parties. 
De plus, l'expérience ainsi faite montre que les variations de pression 
qui se font sentir dans un même tube, chauffé tout entier et successi- 


vement à deux températures différentes, n'ont pas d'influence sensible 
38, 


28 


« 
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sur la quantité d'acide sélénhydrique qui s’y trouve à ces deux tempé- 
‘ratures. Dans le cas précédent, en effet, on ne chauffe qu'une partie 
du tube (20 centimètres cubes environ) petite, relativement à so vo- 
lume total (220 centimetres cubes), et la pression ne varie pas d’une 
manière sensible dans l’appareil, quand on porte successivement son 
extrémité aux deux températures 440 et 325 degrés que l’on con- 
sidère. 
En résumant les résultats qui précèdent, nous voyons que l’acide sé- 
lénhydrique, soumis à l’action de la chaleur, éprouve, vers 150 degrés, 
une décomposition sensible, mais très-lente; la quantité dissociée at- 


“ 


teint, vers 270 degrés, une valeur à partir de laquelle elle décroit peu 


"A peu, et passe, vers 5oo degrés, par un minimum; elle augmente de 


- . nouveau quand la température s'élève davantage. 
La décomposition de ce corps offre donc un phénomène comparable 
- à celui que présente le sous-chlorure de silicium, qui paraît posséder un 
maximum s'étendant à tout l'intervalle de températures compris entre 
700 et r000 degrés (MM. Troost et Hautefeuille, Comptes rendus, séance 
du 28 août 1871); la température à laquelle ce composé présente sa 
stabilité là plus grande est voisine et peut-être supérieure à celle de fu- 
sion du silicium. Ici la température à laquelle la quantité d’acide sélén- 
hydrique obtenu directement est la plus considérable, étant de 520 de- 
grés seulement, il m’a été possible d'étudier au delà les variations que 
subit sa décomposition, et de constater qu’au-dessus de cette tempéra- 
ture ce gaz se dissocie peu à peu et d’une manière continue, quand on 
l’échauffe davantage. Il se comporte alors comme les corps composés le 
font d'ordinaire, comme l’acide chlorhydrique et la vapeur d’eau par 
exemple. 

Ainsi l'acide sélénhydrique que l’on obtient par la combinaison di- 
recte du sélénium avec l'hydrogène se décompose, commie je viens de 
l'indiquer, sous l'influence de la chaleur; il en résulte que, si l’on consi- 
dère un tube présentant, en ses divers points, des températures diffé- 
rentes et contenant à la fois de l'hydrogène, de l'acide sélénhydrique 
et du sélénium en vapeur, la proportion de gaz sélénhydrique qu'il ren- 
ferme, quand l'équilibre s’y est établi, est précisément la quantité maxi- 
mum de cet acide, qui existerait dans ce tube entièrement porté à la 
température de son point le plus chaud. Si l’on rapproche ce fait de ce 


| 
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qui se passe dans une enceinte à température variable contenant une 
vapeur avec excès de liquide, où l’on sait que la tension maximum de 
la vapeur est celle qui correspond au point le plus froid (c’est l'énoncé 
du principe de Watt ou de la paroi froide), on retrouve, dans les pro- 
priétés de l’acide sélénhydrique, les analogies reconnues par M. Henri 
Sainte-Claire Deville entre les phénomènes de combinaison et de décom- 
position des corps et les phénomènes de formation et de condensation 
des vapeurs. 


Ill. — Formation de l'anneau de sélénium cristallisé. 


Les résultats précédents étant acquis, on peut se rendre compte de 
la production de l’anneau de sélénium cristallisé. Considérons en effet 
un tube contenant du sélénium et de l'hydrogène, et plongé partielle- 
ment dans une enceinte à température fixe; il se produira dans la partie 
chaude une certaine quantité de gaz sélénhydrique qui viendra se dé- 
composer partiellement dans les régions plus froides, surtout dans celles 
où sa dissociation est rapide, en y déposant du sélénium. De plus, l’ex- 
tréme mobilité de l'hydrogène et les différences de température que 
présentent les diverses sections du tube déterminent, à son intérieur, 
un mouvement continuel des gaz; aussi l'hydrogène provenant de 
la décomposition de l’acide sélénhydrique revient sans cesse dans la 
partie chaude se combiner à du sélénium, qu’il abandonne en se refroi- 
dissant à son tour, de sorte qu'il existe une région du tube dans laquelle 
du sélénium se dépose constamment. Il y prend l’état liquide tant que 
la température est supérieure à son point de fusion, l’état solide quand 
elle devient inférieure, et toujours, dans ce dernier cas, 1l se dépose en 
cristaux qui, dans un tube partiellement chauffé, constituent l'anneau 
observé, qui s'accroît d’une manière progressive et continue, jusqu’à ce 
qu’il n’y ait plus de sélénium au fond du tube. Si le tube renfermant 
déjà de l’acide sélénhydrique présente en tous ses points la même tem- 
pérature, le sélénium se déposera en cristaux tapissant toute la paroi, 
ou en gouttelettes, selon que cette température n’atteindra pas 250 de- 
grés ou sera supérieure à cette limite. 

Les cristaux de sélénium sont très-brillants, doués de l’éclat de l'acier 
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poli, et ressemblent beaucoup, par leur couleur bleuâtre, à ceux de si- 
licium; leur disposition en anneau rappelle les bouchons feutrés obtenus 
par MM. Troost et Hautefeuille en faisant passer, sur du silicium fondu, 
des vapeurs de chlorure de Silicium. Ils se présentent en lames larges 
et très-minces, ou en aiguilles; celles-ci, toujours tres-fines, peuvent 
atteindre 20 millimètres de longueur; ce sont des prismes hexagonaux 
(angle de 120 degrés), creux, et terminés par des facettes dont je n’ai 
pu déterminer encore ni le nombre ni la position.  =—s 

Pour obtenir le sélénium cristallisé par cette méthode, on peutseservir 
de tubes verticaux A (fig. 2) dont la partie inférieure, enveloppée d’un 
étui en fer B, plonge dans la vapeur de soufre; au bout de deux ou trois 
heures, l’anneau commence à se former en a au sortir de l’étui; si l’on 
souffle une boule b en ce point, elle se remplit entièrement d’aiguilles 
réunies en houppes, mais plus petites qu’avec un tube d’un faible dia- 
mètre (15 à 20 millimètres environ); en relevant peu à peu le tube 
dans l’étui, on y détermine la formation d’anneaux superposés, dus au 
déplacement du point où le sélénium commence à fondre; avec des tubes 
horizontaux, dont le milieu renfermant le sélénium traverse le vase qui 
contient la vapeur de soufre, on obtient deux anneaux, un de chaque 
côté de ce vase. 

Les mêmes phénomènes se reproduisent dans la vapeur de mercure 
à 350 degrés, mais l’anneau n'apparaît qu’apres cing ou six heures. Il 
se produit, au bout d’une heure, dans un bain de sable chauffé vers 
500 degrés. 

On l’obtient plus difficilement aux températures moins élevées ; ce- 
pendant si l’on introduit dans un bain d'huile maintenu vers 300 de- 
grés un tube contenant du sélénium et de l'hydrogène, les cristaux ap- 
paraissent au bout de plusieurs heures pour augmenter peu à peu; 
l'acide sélénhydrique se produit lentement à cette température, se dé- 
compose de même, et c’est dans ces conditions que l’on obtient les 
cristaux les plus nets. 

Comme je l'ai dit plus haut, la composition du gaz dans le tube y 
reste sensiblement constante tant qu’on chauffe la partie qui contient 
du sélénium. La rapidité avec laquelle l'hydrogène sélénié se reforme, 
permet d'obtenir dans un même tube autant d’anneaux que l’on en veut. 
On prend, par exemple, un appareil M (fig. 2) formé de trois branches 
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horizontales, fermées à une extrémité et communiquant à l’autre par 
une portion verticale. On chauffe à 440 degrés les parties médianes; le 
sélénium Se, placé dans l’une des branches, se transporte dans toutes 
les trois, et vient former six anneaux cristallisés & aux six points, où 
le tube, sorti de la vapeur de soufre, est à la température de fusion du 
sélénium. 

Fig. 2. 


PEROT 

V vase de fer, fermé par un couvercle C luté; H tubes de fer horizontaux qui traversent le vase V 
de part en part, et qui plongent dans la vapeur de soufre ou de mercure, dégagée de la masse S 
maintenue en ébullition; T tube de dégagement des gaz, et qui permet la condensation des va- 
peurs de soufre ou de mercure; M tube de verre plein d’hydrogéne contenant du sélénium Se, et 
traversant les tubes de fer; « anneaux de sélénium cristallisé. 

B tubes de fer perpendiculaires au couvercle, et plongeant dans la vapeur à température fixe; A tubes 
de verre contenant de l'hydrogène et du sélénium Se, et placés dans les tubes B sur un tampon 
d'amiante; a, 6 sélénium cristallisé. 

On peut, dans ces expériences, mesurer directement cette tempéra- 
ture de fusion en plaçant dans un tube horizontal un thermomètre 
dont le réservoir est assez petit pour étre entierement recouvert de cris- 
taux; il marque alors 230 degrés pour la température cherchée; toute- 
fois, cette mesure n’est qu’approximative : le thermomètre varie de plu- 
sieurs degrés pour peu qu’on change sa position dans le tube. Or les 
aiguilles qui forment l’anneau ne contiennent pas de tellure, qui se 
volatilise seulement au rouge; elles ne renferment pas de soufre, qui, 
aux températures considérées, se serait transformé en acide sulfhy- 
drique; elles présentent donc du sélénium parfaitement pur, et l’on sait 
que, dans ces conditions, M. Sacc fixe à 250 degrés le point de fusion 
de ce corps. 

Quand on remplace, dans les expériences qui précèdent, l'hydrogène 
par un autre gaz sans action sur le sélénium, l’anneau ne se produit 
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plus; le sélénium se volatilise plus ou moins vite, selon que la tempé- 
rature est plus ou moins élevée, et, si le tube présente une partie froide, 
il s'y condense sous la forme d’une poussière rouge qui devient noire 
en s’échauffant. L'opération a été faite avec l'air, l’azote, l’acide car- 
bonique, le fluorure de silicium, ou dans le vide (*); elle a toujours 
donné le même résultat : dépôt de sélénium pulvérulent. Quelquefois, 
au bout d’un temps considérable (15 jours environ), on trouve quel- 
ques petites aiguilles ayant au plus 1 demi-millimètre de longueur; mais 
ces petits cristaux, disposés en des points quelconques, n’ont rien de 
commun avec l’anneau précédemment décrit. On peut mettre en évi- 
dence, par une expérience simple, les différences que je viens de si- 
gnaler. Deux tubes, contenant l’un de l'hydrogène, l’autre un gaz dif- 
férent, sont en partie chauffés dans le même bain; on voit bientôt toute 
la partie froide du second se recouvrir de poussière rouge orangée, 
pendant que le premier n’offre rien de pareil; la vapeur de sélénium 
s'y combine à l’hydrogéne à mesure qu’elle se forme, et l’acide sélén- 
hydrique se décompose à mesure qu’il se produit. Aussi le sélénium 
disparait bientôt au fond des deux tubes; mais, tandis qu’il recouvre 
d’un enduit opaque toute la portion froide de celui qui ne contient pas 
d'hydrogène, celui qui en renferme reste transparent sur toute son éten- 
due, sauf l’espace occupé par l’anneau caractéristique, où tout le sélé- 
nium est venu se rassembler. 

Signalons, en dernier lieu, une curieuse propriété du sélénium. 
Fondu dans un mélange d’acide sélénhydrique et d'hydrogène, il roche 
par refroidissement; il doit donc dissoudre, pendant qu'il est liquide, 
une assez notable quantité de l’un ou l’autre de ces gaz, qui s'échappe 
d’une manière brusque au moment de la solidification. 


IV. — Influence de la pression et des corps poreux 
sur la formation de l'acide sélénhydrique. 


La pression, dans les limites abordables par l’expérience, a une 
faible influence sur la proportion d'acide sélénhydrique produit à une 


{*) J'étudierai ailleurs ce qui se passe dans les gaz que le sélénium peut décomposer. 
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température déterminée. Lorsqu’on opère à 350 ou à 440 degrés avec 
des tubes dans lesquels la pression de l'hydrogène introduit est de 520 
et de 940 millimètres, on constate qu’au bout du même nombre d'heures 
la quantité d’acide sélénhydrique formé dans le tube où la pression 
est la plus forte est supérieure de 1 à 3 pour roo environ à celle que 
l’on trouve dans celui où elle est la plus petite (voir la Note D). 

D'autre part, M. Corenwinder a obtenu la combinaison directe du 
sélénium avec l’hydrogène par l'intermédiaire d’un corps poreux, la 
pierre ponce (*). Ne pouvant pas utiliser la mousse de platine pour cette 
réaction (*), j'ai cherché quelle pouvait être l’influence de la ponce; 
elle a pour effet d’accroitre, en faible proportion, la quantité d’acide 
sélénhydrique produit à une certaine température. 


HSe formé 
Température. —— 
sans ponce. avec ponce. 
hho 48,8 50,8 
350 36,3 39,3 
290 11,9 1042 
260 5,6 8,0 


Ces nombres indiquent de plus que,.comme on pouvait le prévoir, 
l'influence des corps poreux et celle de la pression se font sentir d’au- 
tant moins que la température est plus élevée. | 

L'équilibre à ces deux températures est donc légèrement modifié par 
l'intervention d’un corps poreux; or, si l’on chauffe, à 350 degrés par 


(') « En faisant traverser du sélénium en vapeur et de l'hydrogène dans un tube de verre 
contenant des fragments de ponce chauffés à 400 degrés environ, on obtient de l’acide sélén- 
hydrique, reconnaissable à son odeur caractéristique, à son action désagréable sur les mem- 
branes du nez, en un mot à tous ses caractères bien distincts.... Je suis parvenu, par 
l'intermédiaire des corps poreux, à combiner directement l'hydrogène avec le brome, l'iode, 
le soufre et le sélénium, qui ne se combinent pas avec lui par l’action de la chaleur seule. » 
(M. Conenwinver, Mémoires de la Société nationale des Sciences, Arts et Agriculture de 
Lille; 1851.) 

(2) La mousse de platine se transforme au contact de l'acide sélénhydrique en séléniure 
noir, pulvérulent, et l’on n’obtient à 440 degrés en présence de platine en excès que 5 à 6 
pour 100 de gaz non décomposé. Le séléniure de platine à son tour est réduit par l'hydrogène, 
au rouge sombre, avec production abondante d'acide sélénhydrique. Je me propose d'étudier 
ces deux réactions inverses, ainsi que l’influence de la quantité de sélénium sur la propor- 
tion d'acide sélénhydrique formé. 
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exemple, un tube contenant de la ponce et maintenu d’abord à une tem- 
pérature plus élevée, la quantité (40 pour roo environ) d'acide sélénhy- 
drique qui reste non décomposé est un peu supérieure à celle (38 pour 
100 environ) que l’on trouve quand la ponce n'intervient pas; ce fait 
confirme Je résultat énoncé. 


En résumant tout ce qui précède, nous voyons que l'union directe 
de l'hydrogène et du sélénium s'effectue à partir de 250 degrés environ; 
elle est d’autant plus rapide que la température est plus élevée, et la 
quantité d’acide sélénhydrique que l’on obtient augmente à mesure 
qu'on se rapproche d’environ 520 degrés, pour diminuer au dela. 

De plus, dans un tube inégalement chauffé en toutes ses parties, la 
production et la décomposition de l’acide sélénhydrique présentent un 
phénomène comparable à la formation et à la condensation des vapeurs 
dans une enceinte où la température n’est pas la même en tous les points. 

Soumis à l’action de la chaleur, ce gaz se décompose, et sa dis- 
sociation présente un minimum voisin de 520 degrés; au-dessous de 
520 degrés, sa décomposition augmente à mesure que l’on abaisse la 
température jusqu’à une certaine limite déterminée par les expériences; 
la conséquence de cette dissociation est la préparation facile du sélé- 
nium en cristaux brillants, doués de l’éclat métallique. On peut ainsi 
transporter, par une volatilisation apparente et avec une quantité limitée 
d'hydrogène, une quantité indéfinie de sélénium ainsi que de tellure, 
comme on le verra plus loin; en même temps qu'ils se transportent, 
ces deux corps cristallisent, de telle sorte que, vis-à-vis d'eux, l’hydro- 
gene joue le rôle d’un véritable agent minéralisateur. 


TELLURE. 


Le tellure, comme le sélénium, peut se combiner directement a I’ hy- 
drogène sous l'influence de la chaleur, et donner de l'acide tellurhy- 
drique. Si l’on chauffe en effet vers 600 degrés des tubes scellés 
renfermant du tellure et de ’hydrogene, ils contiennent, après refroi- 
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dissement brusque, une petite quantité de gaz absorbable par la potasse 
concentrée, mais qui n’est jamais qu’une faible proportion de la masse 
gazeuse. Or, si l’on considère le point de fusion élevé du tellure, que 
Berzélius regarde comme un peu supérieur à celui de l’antimoine, on 
peut admettre qu’il ne possède encore, vers 600 degrés, qu'une faible 
tension de vapeur, et l’on conçoit par suite que la quantité d'acide tel- 
lurhydrique formé soit peu considérable. Comme d’ailleurs la tempé- 
rature de Goo degrés est voisine de la limite à laquelle peut résister le 
verre, je n’ai pu étudier que dans un espace très-restreint la formation 
directe de ce gaz. En chauffant les tubes, soit dans le bain de sable, 
soit dans l’étuve à air déjà employés pour le sélénium, j'ai obtenu les 
résultats qui suivent : 


; Te H formé ¥ 
DR Volume du gaz. Hydrogène. 9° ——remmmm ee —_—$_ Due 
approchée. en cent, cubes. en centièmes. del (ES RARES CU ; 
600° 4,90 4 ,60 0,30 6,1 48» fee age 
650 5,52 5,:3 0,38 6,9 RS 


La potasse n’absorbant qu’une si faible quantité du mélange gazeux, 
il est nécessaire de constater la présence du gaz tellurhydrique par un 
procédé plus sensible. Or, en employant des tubes munis de fils de pla- 
tine, qui permettent de faire passer dans l’intérieur une série d’étincelles 
électriques, on décompose l’acide formé, et l’on obtient un dépôt noir 
caractéristique de tellure divisé. Cette méthode permet de déceler des 
quantités d'acide tellurhydrique tres-petites, et qu'il serait impossible 
de reconnaître d’une manière certaine en prenant la potasse pour 
réactif. | 

L’acide tellurhydrique produit suffit pour obtenir un anneau de tel- 
lure semblable à celui que fournit le sélénium. Si l’on chauffe en effet 
au bain de sable la moitié inférieure du tube seulement, on constate, au 
bout d’environ douze heures, qu’en une région dont la température est 
un peu inférieure au point de fusion du tellure commencent à se dé- 
poser des aiguilles, qui augmentent peu à peu, et finissent par consti- 
tuer un anneau tout à fait comparable à celui de sélénium. Les cristaux, 
qui peuvent atteindre 20 millimètres en longueur, et 1 millimètre en 
épaisseur, présentent, avec la blancheur de l'argent, l'éclat de l'acier 


° 2 ® 2 , b) 5 
poli; ce sont des prismes hexagonaux réguliers, surmontés d’une pyra- 
39. 


LA 
+ 


ds 
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mide à six faces; les angles sont égaux à ceux mesurés par G. Rose sur 
des cristaux provenant de la décomposition à l'air du tellurure de po- 
tassium. La température de fusion du tellure à laquelle l’anneau se 
produit est d'environ 500 degrés, et l’acide tellurhydrique, qui se dé- 
compose en déposant du tellure, se reforme bientôt, grâce au mouve- 
ment continuel du gaz qui remplit le tube. On le constate en faisant 
jaillir une série d’étincelles dans le tube chauffé et au-dessus de l’an- 
neau ; on obtient ainsi sur les parois le dépôt pulvérulent de tellure 
comme si l’anneau ne se formait pas. Ainsi l’acide tellurhydrique se 
reproduit dans la partie chaude du tube à mesure qu’il se décompose 
à une. température moins élevée, et, comme avec le sélénium, le phé- 

“:nomène ne s'arrête que lorsque tout le tellure est transporté dans cette 
A on plus froide, sous la forme de cristaux. 

* Orsait, d’après Berzélius, que « lorsqu'on distille du tellure au rouge 
intense dans un courant d'hydrogène, on peut l’obtenir en aiguilles 
cristallines, déliées et brillantes, à l'endroit où le gaz se mélange à la 
vapeur de tellure, ainsi qu'au point où cette dernière commence à se 
condenser. Mais on ne saurait reconnaître à ces aiguilles pointues, apla- 
ties et élastiques, aucune forme cristalline déterminée. » (Berzélius, 
Traité de Chimie, édition de 1846, t. Il, p. 222.) Les expériences qui 
précedent expliquent la formation de ces aiguilles, en montrant que le 
tellure chauffé dans l'hydrogène se comporte comme le sélénium. L’a- 
cide tellurhydrique peut, comme l'hydrogène sélénié, prendre directe- 
ment naissance et se décomposer à une température plus basse que celle 
de sa formation. Le tellure provenant de cette dissociation et déposé sur 
les parois du tube prend l’état solide vers 500 degrés, et c’est alors 
que se produisent l'anneau et les aiguilles observées par Berzélius; enfin 
cette propriété permet d'obtenir, non plus des aiguilles microscopiques, 
mais des prismes de dimensions considérables. On peut ainsi transfor- 
mer en cristaux une quantité quelconque de tellure fondu, en lui fai- 
sant subir une volatilisation apparente, semblable à celle qui permet 
d'obtenir le sélénium cristallisé. 
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NOTES. 


A. 


EXPÉRIENCES RELATIVES AU DOSAGE DE L’ACIDE SÉLÉNHYDRIQUE. 


La méthode qui consiste à mesurer l’acide sélénhydrique par le vo- 
lume du gaz absorbé par la potasse a été contrôlée par un dosage direct 
du sélénium. J'ai employé pour cela des tubes divisés par deux étran- 
glements a et b (fig. 3), en trois parties A, B, C, dont celle du milieu B 


Fig. 3. 


porte une ou plusieurs boules, afin d’augmenter son volume. On chauffe 
la partie À dans un bain à température constante, et, après un certain 
temps, l’appareil contient un mélange homogène d'hydrogène et d’acide 
sélénhydrique; on le retire du bain, et, quand il est froid, on sépare les 
trois parties A, B, C, en fermant à la lampe les étranglements a et b. On 
analyse, par la méthode, en volumes, les deux portions A et C, puis on 
ouvre B sur une dissolution de soude pure (provenant de la décompo- 
sition de l’eau par le sodium), on mesure le volume du gaz absorbé, 
celui de l'hydrogène qui reste, et l’on dose le sélénium dans la liqueur; 
on trouve ainsi que les trois parties présentent la même composition 
en volumes, et que le poids trouvé de sélénium correspond bien au vo- 
lume du gaz absorbé par la soude et regardé comme de l’acide sélénhy- 
drique pur. 

Le dosage du sélénium peut se faire en dirigeant, dans la liqueur 
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très-alcaline, un courant de chlore qui transforme le sélénium en sélé- 
niate de soude: on fait bouillir longtemps la liqueur avec de l'acide 
chlorhydrique en excès, qui réduit le séléniate à l’état d'acide sélénieux, 
et l’on ajoute de l’acide sulfureux. Le sélénium se rassemble par l’ébul- 
lition; on le recueille sur un filtre, et l’on sèche à 100 degrés; il arrive 
alors que, la plupart du temps, on peut détacher le sélénium du filtre 
assez complétement pour en faire une pesée directe et éviter l'emploi 
d’un filtre taré. 3 

On peut aussi ajouter directement à la liqueur alcaline un excès 
d'acide sulfureux, puis d’acide chlorhydrique, et faire bouillir pendant 
un certain temps : la majeure partie du sélénium se précipite; on verse 
ensuite une nouvelle quantité d’acide sulfureux, on chauffe de nouveau, 
et l’on recueille le sélénium comme précédemment. Les deux procédés 
conduisent à des résultats satisfaisants. 

Dans le tableau qui suit, les nombres calculés l’ont été au moyen de 
la densité théorique de l’acide sélénhydrique 2,816 = 0,0692 x 40,7, 
Véquivalent du sélénium étant 39,7. 1 litre d’acide sélénhydrique pèse 
alors 38,6416, et contient 38,552 de sélénium. 


Volume total Hydrogène Acide sélénhydrique 2 Sélénium 
du gaz. restant. en cent. cubes. en centièmes. trouvé. caleulé. 
Es 8,70 5,20 3,50 40,2 
I Co 1, Oo 5,78 3,82 39,8 ss a 
(8. + 154,0 81,8 56,2 40,7 0,203 0,199 
II. CURE TO 6,24 2,86 31,4 
R:=.445:0 129,0 56,5 30,5 0,192 0,200 
Ul Fe SAS oO 5,74 2,56 30,1 
“PBs 205,50 144,0 61,0 297 a, 1040.20 
NERO ES nor 4,46 37,4 
BA. 205% 99,4 59,3 37,4 0,203 0,210 
Y. i LE 0e 6,65 2,78 28,4 
B... 210,0 150,0 60,0 28,5 0,208 0,213 
PA cide OO 4,06 2, 32 36,3 
VI. ‘ 
EBS. 14,3 9,10 5,15 36,2 0,017 0,018 
Bisse re RO 4,96 2,34 ST 8 
VI. 
B 15,5 10,7 4,8 31,0 0,018 0,017 


Je me suis assuré que le gaz absorbé par la potasse ou la soude est 
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bien de l’acide sélénhydrique pur, exempt d’acide sulfhydrique, qui au- 
rait pu provenir peut-être d’une action de l'hydrogène ou du gaz sé- 
lénhydrique lui-même sur le sulfate de soude que le verre peut renfer- 
mer. En chauffant pendant vingt-quatre heures, au rouge sombre, des 
tubes de verre pleins d'hydrogène pur, et les refroidissant brusquement 
après, le gaz qu’ils renferment n’éprouve aucune diminution par l’ac- 
tion de la potasse, et laisse complétement blanc, même après vingt- 
quatre heures de contact, un papier sensible imprégné d’acétate de 
plomb. D’autre part, si l'on chauffe à température fixe (440 degrés) la 
partie inférieure N (fig. 3) d’un tube T, portant un étranglement m, et 
si, après avoir séparé la portion M qui ne contient pas de sélénium, on 
la porte à son tour un certain temps (douze heures) dans le même 
bain, on trouve, en analysant les deux parties M et N, que la proportion 
d'acide sélénhydrique qu’elles renferment est la même. Ainsi ni l’hy- 
drogène ni l’acide sélénhydrique n’agissaient sur le verre empioyé dans 
toutes les expériences, verre très-riche en silice et fusible seulement 
avec une extrême difficulté. 

Enfin le composé de sélénium et d'hydrogène qui prend naissance 
dans les tubes contient bien, comme l'acide sélénhydrique, son volume 
d'hydrogène. Pour le constater, on se sert d’un tube formant une cloche 
courbe, plein d'hydrogène, contenant en a ( fig. 4) un morceau d’étain, 


Fig. 4. 


en b du sélénium, et l’on chauffe seulement la partie B qui contient le 
sélénium; il se forme une certaine quantité d’acide sélénhydrique ; on 
brise alors la pointe b du tube refroidi brusquement, sous le mercure; 
celui-ci s'élève en un point que l’on marque sur le tube, et l’on chauffe 
l'étain avec une lampe à alcool; le métal fond, s’altère rapidement à la 
surface, et l’on voit en outre se produire, de chaque côté de la flamme, 
deux petits anneaux de sélénium dus à la décomposition du gaz par 


312 RECHERCHES SUR LA VOLATILISATION APPARENTE 


l'effet de la chaleur; enfin, au bout d’une heure, on laisse refroidir 
l'appareil, et l’on constate que le volume du gaz contenu dans la cloche 
est identiquement le même après qu'avant la décomposition; on tient 
compte, bien entendu, des variations de température et de pression qui 
se sont effectuées entre les deux mesures. 


B. 


EXPERIENCES QUI SE RAPPORTENT A LA FORMATION DE L'ACIDE SELENHYDRIQUE. 


La production de ce gaz a été étudiée aux différentes températures 

comprises entre 200 et 700 degrés environ. 
° A 203 degrés. — Les tubes scellés, plongés dans un bain d’huile 

à 203 degrés, en ont été retirés après deux cent quatorze heures; le gaz 
traité par la potasse ne diminue pas de volume et ne communique pas 
a ce réactif la coloration rouge qu’il prend au contact de traces d’acide 
sélénhydrique. On peut donc admettre qu’il ne s’en est pas formé dans 
les conditions de l’expérience. 

2° Entre 250 et 325 degrés. — Une quantité variable de gaz est ab- 
sorbée par la potasse, qui se colore immédiatement. Les mesures, ra- 
menées aux mémes conditions de température et de pression, ont donné 
les résultats qui suivent : 


HSe formé 


Température. Noitme total Hydrogène. puree 
du gaz. en cent. cubes. en centièmes. de l'expérience. 

250° 7,30 6,80 0,50 6,8 194° 

270 à 295° 7,80 6,86 0,94 12,0 170 : 

305 8,70 6,79 1,93 25,3 169 

she) 7,40 5,28 2,13 28,8 140 

325 (') 15,73 11,27 4,46 28,3 140 

3° A 350 degrés. — Les tubes sont maintenus à cette température 


dans la vapeur de mercure bouillant avec les appareils que MM. H. Sainte- 
Claire Deville et Troost emploient pour les densités de vapeurs. Le vase 


(') Tube partiellement chauffé, les autres entièrement. 
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qui contient le mercure est fermé par un couvercle muni de tubes de 
fer perpendiculaires à sa surface, et plongeant dans la vapeur; les tubes 
de verre qui renferment l’hydrogène et le sélénium sont placés dans ces 


étuis, et, quand l’expérience est terminée, on les retire brusquement | 
à l’aide d’un fil de fer auquel ils sont fixés : 


Volume total HSe formé 


Température. Hydrogène. cm ue — er 
du gaz. en cent. cubes. en centièmes. de l'expérience. 

350° 14,00 9,60 4,40 31,4 10h 
» 747 4,98 2,49 33,3 24 
è 13,70 D 4,70 34,3 25 
» 7,02 4,45 2,57 36,6 44 
» 10,50 6,70 3,80 60,2 45 
D 9,70 6,20 3,50 36,1 45 
» 6,24 3,97 2,29 36,3 48 
» 6,31 3,92 2,39 37,8 69 
» 7,32 4,60 on D) 37,0 74 
»(‘) 7,60 4,72 2,88 37,8 96 
» (7) 8,30 5,20 3,10 37,3 96 


4° A 44o degrés. — Les tubes sont portés à cette température dans 
la vapeur de soufre bouillant. L'appareil est le même que celui qui pré- 
cède; on opère d’ailleurs de la même façon : 


T : Volume total HSe formé Durée 
empérature. Hydrogène. 0 "mm — a5 a 
du gaz. en cent. cubes. en centièmes. de l'expérience. 

44o° 8,80 4,80 4,00 45,4 roe 

» 6,62 3,63 2,09 45,2 15 

» 4,20 20 2,05 48,8 21 

> 8,08 4,03 4,05 50,1 69 

» 8,00 3,90 4,10 51,2 69 

D 5 ,28 2,55 2,73 5147 165 

» (3) 740 3,60 3,80 re 69 

» (4) 16,18 7,91 8,29 Deo 201 


5° Entre 490 et 620 degrés. — Les tubes soumis à l’expérience étaient _ 
placés dans des étuis de fer enfoncés dans un bain de sable; on caleu- 
lait approximativement la température au moyen du volume de l'air 


(*), (2), (°) et (*) Tubes partiellement chauffés, les autres entièrement. 
Annales de l’École Normale. 2® Série. Tome I. 40 
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restant dans un réservoir de capacité connue, effilé en pointe, placé 
dans l’un.des étuis de fer, et que l’on fermait à la lampe au moment 
où l’on retirait les autres tubes : 


Température Volume total Re aii ti ; LA 
approximative. du gaz. en cent. cubes. en centièmes. de l'expérience. 
500° 5,25 2,06 3,19 60,7 165 
520 2,44 0,88 1,56 63,9 22 
600 5,64 3,14 2,50 44,3 5 
620 Sy AS 3,14 2,28 42,0 : 3 
» 5,60 329 2,37 42,3 3 
» A + 2,93 2,19 42,7 4 


6° Entre 500 et 700 degrés. — Je me suis servi d’une petite étuve a 
air chaud semblable à celle que MM. Troost et Hautefeuille ont employée 
dans leurs recherches sur le paracyanogène (Comptes rendus, t. LXVI, 
p. 796), et dont la température était évaluée avec un pyromètre à air. 
Ce dernier était destiné à indiquer plutôt qu’à mesurer la température, 
et surtout à éviter de dépasser le ramollissement du verre; il ne donnait, 
d’une manière exacte, que 44o degrés, température à laquelle les deux 
niveaux du mercure dans le manomètre étaient sur un même plan ho- 
rizontal. Les tubes étaient, comme d’habitude, en verre vert, extréme- 
ment peu fusible et pouvant supporter une température voisine de 
700 degrés, en ne se déformant qu’à peine sous la pression des gaz con- 
tenus à leur intérieur. L'ouverture de l’étuve, située à sa partie supé- 
rieure et fermée par un tampon d’amiante, permettait de retirer les 
tubes à l’aide de fils de fer pour les refroidir rapidement : 


Température Volume total HSe formé 


we. Hydrogène. ————……%’…… $$ ——$— Due 
approximative. du gaz. en cent. cubes. en centièmes. de l’expérience. 

550° 6,51 3,38 3,13 48,1 où 
560 5,18 2,00 2, 48,8 3 

» 9.17 2,74 2,43 47,0 3 
580 4,06 2,16 1,90 46,7 42 

» 3,74 1,97 1597 47,3 42 
600 5,21 2,79 2,42 46,4 42 

» 5,82 3,14 2 ,68 46,0 2 

» 7 49 4,02 <a pat yo! 45,3 3 
640 7,60 4,32 3,28 43,1 3 

» 8,11 4,60 3,5: 43,2 2 
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L'ensemble de ces résultats permet de conclure que la proportion 
d'acide sélénhydrique formé va en augmentant quand la température 
s'élève jusque vers 500 degrés, pour diminuer au delà, et que, de plus, 
la quantité obtenue varie, dans certaines limites, avec la durée de l’expé- 
rience quand on opère à des températures peu élevées. 


/ 


C. 


EXPERIENCES COMPARATIVES AYANT RAPPORT A LA DECOMPOSITION NE L’ACIDE SELENHYDRIQUE 
SOUS L'INFLUENCE DE LA CHALEUR. 


Dans toutes ces expériences, les nombres de la première colonne re-. 
présentent le volume total du gaz analysé; ceux de la seconde, le volume 
de l'hydrogène libre que ce gaz renferme; les deux colonnes suivantes 
expriment la quantité d'acide sélénhydrique formé, en centimètres 
cubes dans la troisième, en centièmes dans la dernière. Li 

1° Tubes chauffés dans le soufre bouillant à 440 degrés pendant cent 
quarante heures : I, refroidi brusquement; Il, chauffé dans l'huile à 
155 degrés pendant deux cent quatorze heures : 


PERMET ER 4,40 2,20 2,20 50,0 


RARE Uk 7,00 4,41 2,59 37,0 


2° Tubes chauffés à 440 degrés pendant vingt-quatre heures : I, re- 
froidi brusquement; II, chauffé entièrement dans l'huile à 203 degrés 
pendant cent soixante-huit heures; III, chauffé partiellement dans le 
bain à 203 degrés pendant cent soixante-huit heures : 


Logik 5 dre een 6,38 4,06 2230 Fr 36,3 
|) ESSAIENT 6,10 4,41 1,69 27,8 
Hu 2 a G8, 50 4,70 1,80 27,4 


3° Tubes chauffés au bain de sable vers 620 degrés pendant trois 
heures : I, refroidi brusquement; IT, chauffé dans l’huile à 203 degrés 
pendant vingt-quatre heures seulement : 


| ce 1127. 5,42 3,14 2,28 42,0 
| os LU. 5,48 3,34 2,14 39,0 
4o. 
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4° Tubes chauffés au bain de sable vers 620 degrés pendant trois 
heures : I, refroidi brusquement; II, chauffé dans l’huile entre 205 et 
218 degrés pendant vingt-cinq heures : 


spy far 5,60 3,23 2,37 42,3 
ec 6,70 4,12 2,58 30 


5° Tubes chauffés au bain de sable vers 600 degrés pendant cing 
heures : I, refroidi brusquement; II, chauffé dans l’huile entre 215 et 
225 degrés pendant vingt-quatre heures : 


LT. SG. 25,64 3,14 2,50 . 44,3 
LE CET D “49,10 4,65 2,45 34,4 


6° Tubes chauffés dans la vapeur de mercure à 350 degrés pendant 
- quarante-quatre heures : I, refroidi brusquement; II, refroidi brusque- 
| ment, puis chauffé dans l'huile entre 245 et 255 degrés pendant vingt- 

“sept heures; II, refroidi brusquement, puis chauffé dans l'huile entre 
245 et 255 degrés pendant soixante-douze heures : 


<2 eee 7,02 4,45 2,57 36,6 
lion. Au 6,74 4,90 1,84 27,3 
Abe... 0,58 4,81 1,97 24,6 


7° Tubes chauffés dans la vapeur de soufre à 440 degrés pendant 
cent deux heures : 1, refroidi brusquement; II, refroidi lentement; 
IT, chauffé vers Goo degrés pendant trois heures, puis refroidi brusque- 
ment; IV, refroidi, puis chauffé vingt-quatre heures dans l’huile entre 
245 et 255 degrés, et refroidi brusquement après : 


RÉEL: 3,98 1,95 2,03 51,0 
Diiitas ce nie $e 4,69 2,94 1:78 37,5 
MR RES 2 ee 1,97 46,0 
i an A TT 5,29 3,82 1,47 28,1 


8° Tubes chauffés à 440 degrés pendant soixante-neuf heures : I, re- 
froidi brusquement; H, en brusquement, puis chauffé cinq heures 
dans l’huile entre 245 et 255 degrés : 


i Beare ee 8,08 4,03 4,05 5o, 
| ee Re 6,80 3,60 3,20 4 


oh 
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9° Tubes chauffés vers 600 degrés pendant dix heures : 1, refroidi 
brusquement; II, chauffé dans l’huile entre 270 et 275 degrés pendant 
cent soixante-dix heures; III, chauffé en partie seulement à 170-175 de- 
gres pendant cent soixante-dix heures : 


HR oo 5,90 3,63 2,27 38,5 
Li (LEE S730 4,28 1,07 20,2 
Ill 6,40 5,10 yoo 2050 


10° Tubes chauffés à 440 degrés pendant cent vingt heures : I, re- 
froidi brusquement; II, chauffé dans l’huile à 305 degrés pendant cent 
vingt heures : 


11° Tubes chauffés vers 600 degrés pendant dix heures : I, refroidi 
brusquement ; II, chauffé dans l’huile à 325 degrés pendant cent qua- 
rante heures : 


12° Tube à boules chauffé par la partie A à 440 degrés pendant qua- 
rante-huit heures : I, partie C séparée; on chauffe apres cette sépara- 
tion la même partie A dans l’huile à 325 degrés pendant deux cent qua- 
rante heures; II, partie A; III, partie B : 


| IAA gee 8,10 5,00 3,10 38,2 
AY MORE 9,43 6,65 2,78 28,4 
PMR RESTO 6 150,0 60,8 SoH 


13° Tubes chauffés dans l’étuve à air à 600 degrés environ pendant 
deux heures : I, refroidi brusquement; II, refroidi lentement (ce tube 
est tapissé à l’intérieur de houppes de cristaux de sélénium ); III, porté 
chaud dans la vapeur de mercure à 350 degrés, et refroidi brusquement 
trente heures après : 
TRE shone sha 7,35 4,02 3,33 45,3 


ME den 7,13 4,60 2,08 35,4 
TES PR EN 4,51 2,85 37,0 


- a, 
ty 
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14° Tubes chauffés dans l’étuve à air vers 550 degrés pendant deux 
. . ad LA 
heures : I, refroidi brusquement; II, refroidi lentement; III, porté 


chaud dans la vapeur de mercure à 350 degrés et retiré après di “huit ko 


heures : “3 
PR... 6,51 3,38 3,13 48,1 
TENG. 5,89 3,62 2,27 38,5 
Il 6,32 3,92 2,40 37,9 


15° Tubes chauffés quarante-huit heures à 350 degrés : 1, refroidi 
brusquement; II, refroidi lentement : 


LÉ se Tete 6,00 3,63 2:90 39,3 
1. PRO 5,57 3,73 1,84 33,0 


16° Tubes chauffés deux heures vers 650 degrés : I, refroidi brus- 
quement; IL, refroidi lentement, il est tapissé de cristaux : 


Rois ets 8,11 4,60 353) 133 
LÉ CE 8,11 5,39 2,72 3350 


17° Tubes chauffés à 350 degrés pendant soixante-quatorze heures : 
I, refroidi brusquement; II, porté chaud dans la vapeur de soufre à 
44o degrés, et refroidi brusquement après quarante-huit heures : 


gees PTE 7,32 4,60 2,72 37,0 
LP 7 90 3,96 3,94 49,8 


18° Tubes chauffés dans l’étuve à air vers 560 degrés pendant trois 
heures: I, refroidi brusquement; Il, porté chaud dans la vapeur de 
soufre à 440 degrés, et refroidi brusquement après dix-huit heures : 


19° Tubes chauffés vers 580 degrés pendant trois heures : I, refroidi 
brusquement; II, refroidi lentement; III, chauffé vers 650 degrés pen- 
dant trois heures, puis refroidi brusquement : 


ee ns nsrn,s 5,18 2,65 2,5 48,8 
LES EURE 6,18 3,93 2,15 34,7 
MINS us (0,50 3,72 2,97 44,4 
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On déduit de toutes ces expériences les conclusions énoncées rela- 
tivement à la décomposition de l’acide sélénhydrique et à la manière 
dont varie sa dissociation. 


D. 


EXPÉRIENCES RELATIVES A L'INFLUENCE DES CORPS POREUX ET DE LA PRESSION 
SUR LA FORMATION DE L’ACIDE SÉLÉNHYDRIQUE. 


Influence des corps poreux. — La seule matière employée a été la 
pierre ponce calcinée préalablement dans un courant d'hydrogène. On 
opérait comparativement sur deux tubes, dont l’un portait un étrangle- 
ment a (fig. 5), soutenant des fragments de ponce A, afin que celle-ci 


fût au contact seulement du mélange gazeux et non du sélénium fondu 6. 
Les deux tubes, retirés du bain au même instant, étaient refroidis brus- 
quement de la même manière. Les nombres qui suivent représentent : 
ceux de la première colonne, le volume total du gaz analysé; ceux de la 
seconde, le volume de l’hydrogène libre que ce gaz renferme; ceux des 
deux dernières, le volume de l’acide sélénhydrique formé, évalué en 
centimètres cubes dans la troisième, en centièmes dans la dernière. 

1° Tubes chauffés au bain d’huile à 260 degrés pendant quarante 
et une heures. (Dans tous les nombres qui suivent, I est le tube sans 
ponce, II le tube avec ponce) : 
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2° Tubes chauffés au bain d’huile entre 290 et 295 degrés pendant 
quarante-six heures : 


Les TRES 5,78 5,09 0,69 11,9 
ies eas 7,14 5,97 1,17 16,3 


3° Tubes chauffés à 350 degrés pendant quarante-huit heures : 


LE re 6,24 3,97 2,27 36,3 
Ls eet ee. 6,00 3,63 2,36 39,3 


4° Tubes chauffés à 440 degrés pendant quinze heures : 


longue 6,62 3,63 2,99 45,2 
He 4,98 4,05 aoa 46,8 


5° Tubes chauffés à 440 degrés pendant soixante et une heures : 


| RER 4,20 2,15 2,05 48,8 
Res 4,78 2530 2543 50,8 


6° Tubes chauffés à 350 degrés pendant soixante-neuf heures : 


Ok Te ee 6,31 3,92 2,39 37,8 
LE eee ere 5,27 3,14 2,13 40,4 


Ce dernier nombre 40,4 est un peu supérieur à celui que l’on trouve 
en chauffant, dans le mercure à 350 degrés, un tube contenant plus 
d'acide sélénhydrique qu’il n’en peut exister à cette température; cela 
tient à ce que la ponce élève un peu la quantité de ce gaz qui peut 
exister à 350 degrés. Si l’on prend en effet deux tubes avec ponce 
chauffés tous deux d’abord à 440 degrés, et que, refroidissant l’un 
brusquement, on chauffe l’autre à 350 degrés, on trouve les nombres 
qui suivent : 

7° Tubes contenant de la ponce et chauffés quarante-huit heures 
à 44o degrés : I, refroidi brusquement; II, porté dans la vapeur de 
mercure à 350 degrés, et refroidi brusquement après vingt-sept 
heures : 


PU SE 4,85 2,64 2,21 45,4 
(10S eat 4,74 2,84 1,90 4o,o 
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D'après les nombres qui précèdent, on voit que la ponce a pour effet 
d'augmenter un peu la quantité d’acide sélénhydrique qui se forme à 
une température donnée, et que son influence se fait de moins en moins 
sentir à mesure que la température s’élève davantage. Il n’y a donc au- 
cun avantage à s’en servir quand on veut combiner directement le sé- 
lénium et l'hydrogène, sauf peut-être dans le cas particulier où l’on 
tiendrait à opérer au-dessous de 300 degrés. 


Influence de la pression. — On constate cette influence en comparant 
entre eux deux tubes préparés et chauffés dans les mêmes conditions, 
mais dans lesquels l'hydrogène a été introduit à des pressions diffé- 
rentes : 


1° Tubes chauffés à 350 degrés pendant trente-huit heures : 


Pression HSe formé 
pis Hydrogène. de l'hydrogène "mm 5 . 
du gaz. introduit. en cent. cubes. en centièmes. 
| ere, 4,76 3,43 208 1,33 29,5 
ER 8,70 5,83 940 2,82 32,4 


2° Tubes chauffés à 440 degrés pendant quarante-huit heures : 


| hy Seer 4,69 2,54 506™™ Ce 45,8 
6-5. 6,04 3,69 940 5320 46,8 


Ces expériences donnent un résultat comparable à celui que fournis- 
sent les précédentes; l’augmentation de la pression dans le rapport 
de 2 à 1 accroît légèrement la quantité d’acide sélénhydrique produit 
à une certaine température, et, comme avec la ponce, c’est à la tempé- 


rature la moins élevée que cette influence paraît se faire sentir da- 
vantage. 
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SUR LES RELATIONS 


ENTRE LES GROUPES 


DE POINTS, DE CERCLES ET DE SPHÈRES 


DANS LE PLAN ET DANS L'ESPACE; 


Par M. G. DARBOUX, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE, PROFESSEUR AU LYCÉE LOUIS-LE-GRAND. 


La théorie des tétraèdres et des distances mutuelles des points dans 
le plan et dans l’espace doit à un grand nombre de Géomètres des for- 
mules élégantes établissant des relations entre les aires, les volumes, 
les distances se rapportant aux groupes géométriques considérés. Plu- 
sieurs équations importantes, dues à Euler, Legendre, Lagrange, Car- 
not, Gauss, Joachimsthal, Cayley, Sylvester, V. Staudt, Siebeck, etc., 
ont été développées et démontrées par M. Baltzer dans son Traité des 
déterminants. Ayant eu à m'occuper d’une question relative à deux té- 
traèdres, je me suis aperçu qu’il pouvait y avoir, dans bien des cas, avan- 
tage à considérer ces formules, en les rattachant à certaines formes ho- 
mogènes qui se présentent naturellement dans cette théorie. 

Par exemple, pour le tétraèdre, cette forme homogène est celle qui, 
égalée à zéro, représenterait la sphère circonscrite. Pour les questions 
relatives à deux groupes de points, les formes homogènes contiennent 
deux séries de variables indépendantes; elles sont de la classe de celles 
qui, égalées à zéro, définissent la corrélation de deux figures. Alors 
les équations connues, et d’autres peut-être nouvelles, se déduisent de 
la considération des invariants et des covariants de ces formes. 

Dans la premiere Partie, j'étudie spécialement les questions relatives 

At. 
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à un seul tétraèdre. Quelques développements se rapportent à un triangle 
remarquable, qui a pour côtés les trois produits des arêtes opposées du 
tétraèdre. Ce triangle adjoint, qui intervient dans la discussion de tout 
tétraèdre, a été considéré aussi par Joachimsthal et MM. Baltzer et 
V. Staudt. Il demeure invariable quand on effectue une transformation 
par rayons vecteurs réciproques; il est toujours possible, quand le té- 
traèdre existe, et ne se réduit à une ligne que si la sphère circonscrite 
au tétraèdre se réduit à un point, comme l’a montré M. Cayley dans un 
élégant article inséré aux Annali di Matematica, t. 1 (*). 

A la fin de la première Partie, je fais usage d'une importante notion 
relative aux cercles, et qui me paraît due à M. Chasles. Cet illustre géo- 
mètre l’a proposée dans la Géométrie supérieure et dans la Théorie des 
coniques sphériques homofocales (Journal de M. Liouville, t. V, 2° série). 
- Employée par M. Cayley, dans l’article déjà cité, reprise dans ces der- 
niers temps par M. Laguerre (Bulletin de la Société Philomathique, 1870, 
et Nouvelles Annales de Mathématiques, 1872), elle me paraît mériter 
qu’on lui donne la première place dans la théorie géométrique du 
certle.:® 

Étant donné un cercle dans l’espace, par ce cerele, on peut toujours 
faire passer deux sphères de rayon nul A, A’, dont nous appellerons 
les centres foyers du cercle. Il est clair qu’un cercle est déterminé par 
ses deux foyers. Il suffit, au contraire, d’un seul de ces points pour dé- 
terminer un cercle situé dans un plan. Je montre, dans la première Par- 
tie, comment la considération des foyers du cercle permet de retrouver 
la belle solution de Gergonne, et plusieurs autres solutions du problème 
des contacts des cercles. 

Dans la deuxième Partie se trouvent établies les formules relatives à 
deux groupes de quatre sphères, deux tétraedres, deux groupes de 
n sphères ou de xn points, » étant quelconque. Peut-être n’avait-on pas 
eu l’idée de traiter pour les sphères quelques-unes des questions que 
j'examine : équation de la sphère orthogonale à quatre autres, rayon 
de cette sphère, relations entre les angles des sphères et des cercles, 
condition pour que cinq sphères soient orthogonales à une même 
sphère, etc. Les formules établies pourraient se démontrer directement; 


(") Sur le théorème de M. Casey, par M. Cayley. 
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il m'a paru intéressant d’en conserver le lien avec la théorie des formes 
homogènes du second degré. 
- Dans la troisième Partie se trouvent quelques applications des for- 
mules qui ont été données dans les Parties précédentes. Je reprends les 
constructions géométriques, pour donner des solutions simples des 
problèmes suivants : construire un cercle coupant trois cercles donnés 
sous des angles donnés; construire un cercle coupant sous des angles 
égaux quatre cercles donnés ou ayant, avec quatre cercles donnés, une 
tangente commune de même longueur, etc., et des problèmes ana- 
logues relatifs aux sphères. La solution des mêmes problèmes est ensuite 
donnée analytiquement comme conséquence des formules établies. 

Enfin, dans les dernières pages, se trouve établie une formule que 

j'avais rencontrée incidemment, et qui lie les puissances d’un point par 
rapport à cinq sphères. Cette équation est homogène et du second degré; 
j en a1 réservé l’examen et les conséquences pour une étude développée 
dont j’ai déjà publié, en partie, les résultats, et qui se rapporte à tout 
système de coordonnées homogènes dans lequel on emploie, pour dé- 
terminer un point, cinq coordonnées homogènes liées par une équation 
du second degré. 


PREMIÈRE PARTIE. 


Soient x;, yi, 25 (= 1, 2, 3, 4) les coordonnées des sommets d’un 
tétraèdre, et supposons que les axes choisis soient rectangulaires, l’ori- 
gine des coordonnées étant au centre de la sphère circonscrite. Si l'on 


\ xX Y Z a a 
désigne par R le rayon de cette sphère, et par % a> % les coordonnées 


rectangulaires d’un point quelconque de l’espace, l’équation de la 
sphère sera 


(1) VV + 2'—RT=0; 
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puisque les sommets du tétraédre sont sur la sphère, on a 
(2) x?+ y? + 3; — R'—0o. 


Cela posé, effectuons une transformation de coordonnées, et exprimons 
l'équation de la sphère en coordonnées tétraédriques, en prenant pour 
tétraèdre de référence précisément celui qui est formé par les quatre 
points donnés, et auquel se trouve circonscrite la sphère considérée. 
Mais il faut préciser encore, car le tétraèdre de référence ne suffit pas 
à la détermination d’un système de coordonnées. ; 

Tous les systèmes de coordonnées homogènes qui correspondent à 
un même tétraèdre de référence ont entre eux, comme on sait, les rap- 
ports les plus étroits. On passe de l’un quelconque de ces systèmes à 
tous les autres, en multipliant les coordonnées par des nombres quel- 
conques, mais fixes. Parmi tous ces systèmes, en nombre illimité, deux 
peuvent être considérés comme les plus importants et les plus simples. 

L'un, qui est le plus souvent adopté, est celui dans lequel on prend 
comme coordonnées les perpendiculaires abaissées d’un point sur les 
quatre faces du tétraedre (ou plutôt, comme les équations sont homo- 
gènes, des quantités quelconques, qui sont dans les mêmes rapports 
que ces perpendiculaires). 

Le second mode de détermination, moins employé que le premier, 
nous paraît cependant plus propre à faire ressortir la véritable nature 
des coordonnées homogènes. Utilisé d’abord par Lagrange, dans son 
Mémoire sur les pyramides, il a surtout été développé par Môbius. Étant 
donné un point, on peut toujours le considérer comme centre de gravité 
de quatre masses y; placées au sommet du tétraèdre, et dont les rap- 
ports seuls sont déterminés. Les coordonnées du point sont alors les 
quantités p; qui sont entre elles comme les volumes des quatre tétra- 
edres qu’on peut former avec le point variable, et chacune des faces du 
tétraèdre de référence. Ainsi, dans ce nouveau système, un point est 
déterminé par les rapports respectifs des volumes affectés de signes de 
quatre tétraèdres, il est considéré comme centre de gravité de quatre 
masses p;, et'la relation qu’a ce mode de détermination avec les théo- 
remes de la Statique le rend extrêmement précieux, et le place, comme 
importance, sur le même rang que le système ordinaire, où l’on déter- 
mine le point par ses distances aux faces. 
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Nous supposerons donc ici qu’on ait choisi le système dé Lagrange 

et de Môbius, et nous allons chercher l’équation de la sphère ciréon- 
scrite en fonction des quantités pj. 


? L Q OP ie 
D’après les formules relatives au centre de gravité, nous obtenons 
immédiatement les équations 


X= Zur, 
Ve Z is is 
(3) Pay 
Z PAIE 
T = Zur 


en portant ces valeurs de X,..., T dans l’équation de la sphère, on ob- 
tiendra, en tenant compte des équations de condition (2), 


— 2 pipy[( xi — 2) + (ye — yi) + (4 — 2;)] = 0, 
ou, en désignant par d, le carré de la distance des deux points ¢, 7, 
(4) — 2dypipj =o. 


Cette équation de la sphere en coordonnées homogenes est privée des 
carrés des variables, et ses coefficients ont une forme extrêmement 
simple, qu’on ne retrouverait pas avec un autre choix de coordonnées. 

Cela posé, comme le premier membre de |’équation devient, sans mo- 
dification, le premier membre de l’équation (4), le hessien de la pre- 
mière équation sera reproduit, multiplié par le carré du déterminant 
de la substitution (3). En écrivant ce résultat, nous aurons 


2 2 2 
les A as ae on Lo Xs XxX; 
2 2 2 D pe AR nu 
dsi ds: A ds, Ft Fi ghee he ag 
2 2 2 I I eee 
aa dir dis 

pa pala ey eee — o 
2 2 2 


Le déterminant de la substitution est égal, d’après une formule con- 
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nue, à six fois le volume V du tétraèdre considéré; l'équation précé- 
dente prendra donc la forme 


0 dy «dy di 

(5) te 0 de (ag RV) 
aed LU ay : 
did; dg 


formule due à Carnot, et dont le premier membre a été mis sous la 
forme d’un déterminant par Joachimsthal. 

La considération des contrevariants donne une nouvelle équation. On 
sait qu’étant donné un polynôme homogène 


(6) Z'aÿæix; 

du second degré, et deux polynômes 

(7) Z2mix:, LM; x; 
du premier degré, l’expression 


Qi: Ayn is Ay mM 


est un contrevariant qui se reproduit multiplié par le carré du déter- 
minant de la substitution. Calculons ce contrevariant : 
1° Pour les deux plans coincidents dont les équations sont 


T=o721 = 0; 


et le polynôme 
X'+Y +72 — RT; 


2° Pour les polynômes transformés 


Pr Pat pst py eb 2 —dimp;. 
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En appliquant la proposition que nous venons de rappeler, nous ob- 
tiendrons l’équation 


(9) I di, 1,0 dys dy, — 288 V?. 
He died. o «du 
I dy diy dis 0 


C’est la formule connue qui donne le volume d’un tétraèdre en fonction 
des arêtes, et que Euler a publiée dans les Commentaires de Saint-Pé- 
tersbourg. 

Nous ferons remarquer que la manière dont nous l’obtenons indique 
une définition des volumes analogue à celle que M. Cayley a donnée pour 
les distances. Le volume serait, à un facteur numérique près, la racine 
carrée du contrevariant formé avec l’équation (3) de la sphère circon- 
scrite au tétraèdre, et avec celle du plan de l'infini. 


IL. 


Dans son Mémoire sur les pyramides, Lagrange s’était proposé de 
déterminer le tétraedre de volume maximum parmi ceux dont les faces 
ont des aires données. M. Borchardt, qui a repris cette question (‘), et 
qui en donne une solution des plus élégantes (?), a indiqué quelques 
théorèmes d’analyse que nos formules interprètent et rendent géométri- 
quement évidents. Par exemple le théorème suivant : 

Pour qu’un tétraëdre soit possible avec six arêtes V Goi faut et il suffit 


que la forme quaternaire 
2 — dix pipe 


se change en une forme définie positive quand on y élimine une des va- 
riables par I’ équation 
fai + ba + Us + fui = 9, 


(‘) Mémoires de l’Académie de Berlin, 1865 et 1866. 
(?) Voir aussi, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, d'importants travaux an- 
térieurs dus à MM. Painyin, Paul Serret, Lebesgue. 
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qui a été indiqué par M. Borchardt, résulte naturellement de notre 
méthode, car la forme quaternaire égalée à zéro représente la sphère 
circonscrite au tétraèdre. L’équation du premier degré 


pt 
représente le plan de l'infini, et comme ce plan ne coupe pas la sphere, 
la forme quaternaire devient une forme définie positive transformée de 
X?+ Y? + 2?, : 
par la substitution (3), avec l’hypothese 
Daa 


L’équation de la sphère circonscrite se prête bien aussi à l’étude d'une 
autre question : recherche des conditions sous lesquelles les arêtes opposées 
d’un tétraèdre sont perpendiculaires. Étant données deux droites joi- 
gnant l’une deux points A;, A4, l’autre les deux autres points Ay, Ay, 
on démontrera sans peine la formule 


DR en Et ARS 
(10) A; Ag > AwAw cos (A,%, Ry Aw) =, dit ct dix = d; = din, 


et, par conséquent, pour que les droites considérées soient perpendi- 
culaires, il faut et il suffit que l’on ait 


di + dix = di + din. 


Appliquant ces conditions aux arêtes opposées du tétraèdre, on trou- 
vera 


(11) dis + du = diy + du = dy + drs. 


On voit qu’il suffit que deux couples d’arétes opposées soient perpen- 
diculaires pour qu'il en soit de même de celles du dernier couple. 
On arrive aux mémes résultats en exprimant qu’il y a une sphere con- 


juguée au tétraèdre. En effet, l'équation de toute sphère sera évi- 
demment 


(12) 2 dik pri pu — (% pi) (Zoi pi) = 03 


s'il y a une sphère conjuguée au tétraèdre, on pourra disposer des 
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quantités v, de telle manière que les rectangles disparaissent, et l’on 
devra avoir par conséquent 


(13) dx = vi + Ve 


pour toutes les valeurs distinctes dez et de &. Ces formules entraînent 


les relations (11), et l'équation de la sphère conjuguée au tétraèdre de- 
viendra 


(14) Svp — 0. 


Les formules (13) d’une forme si simple nous conduisent à examiner 
la question suivante : 

Quels sont tous les systèmes de points dans l’espace pour lesquels la dis- 
tance de deux points i, k s'exprime par les formules (13). 

Ces formules expriment, évidemment, d’après la remarque faite plus 
haut, qu’étant donnés deux points i, 4, et deux autres points 1’, #, dis- 
tincts des premiers, la droite 24 sera perpendiculaire à #’#. Done, si 
dans le système des points considérés on en isole deux, z, 4, toutes les 
droites joignant les autres points devront être perpendiculaires à la 
droite v4; il faudra done que tous les points, moins deux, soient dans 
un méme plan. Donc : 1° le nombre total des points ne pourra dépasser 
cing; 2° ces points formeront un systeme dans lequel chacun d’eux sera 
le point de rencontre des hauteurs du tétraedre formé par les quatre 
autres. On voit que la symétrie est complete entre ces cing points. 

Si de chacun d’eux comme centre avec un rayon égal à V9; pour le 
point ¢ on décrit une sphère, on obtient cing sphères, et les équa- 
tions (13) expriment que deux quelconques de ces sphères sont ortho- 
gonales. Ainsi les cing points forment les centres de cing sphères or- 
thogonales, et d’ailleurs, en exprimant qu il y a entre leurs distances 
la relation qui lie cing points de l’espace, on aura l’équation 


(15) + +++, 


qui a lieu entre les carrés des inverses des rayons des cinq sphères. 
Cette équation montre que, si les centres des cinq sphères peuvent être 
réels, quelques-uns des rayons, un au moins, ont leur carré négatif. 


42. 
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ll. 


Enfin nous ferons des formules précédentes une autre application, 
et nous chercherons la condition pour qu’un quadrilatère gauche ait 
ses quatre côtés sur une surface de révolution du second degré. Une 
surface de révolution étant inscrite à une sphère, l’équation d’une telle 
surface pourra toujours s’écrire 


(16) Z dix pui px — Epi (Zoipi) + (2 wi pi)? = 0. 


Exprimons que cette surface contient toutes les arêtes du tétraèdre pro- 
posé autres que 12 et 34. Dans l’équation (16), les différents termes 
autres que 4, p25 Hs fy devront s’annuler, ce qui donne les équations 


- r : 
. [ 4 
of 2 


, Vi=W}, 1=15:2,53, 4 et dix = (Wi — wi}; 


.: 


os on. doit excepter dans cette dernière équation les deux systèmes de 
os valeurs | 
rae: Cs Resa) 
Sree | i=3, k=4; 
on a done 
+ Vd.= a1 — ; + Vd,.=0.— a, 
Vds hyd ow. — wis 


et, par conséquent, l’équation de condition entre les longueurs des 
quatre côtés sera 


(17) ads ENdus VE Vda 


Donc : 

Pour qu'un quadrilatcre gauche ait ses quatre côtés sur une surface de 
révolution, u faut et il suffit que la somme de deux quelconques de ses côtes 
soit égale à celle des deux autres. 

C’est la même condition que Steiner a donnée pour qu’un quadrila- 
tere plan soit circonscrit à un cercle, et l’on peut d’ailleurs démontrer, 
par la Géométrie, que cette condition est remplie pour tout quadrila- 
tère gauche situé sur une surface de révolution. Car, si l’on projette les 
génératrices sur le plan du cercle de gorge, le quadrilatère gauche se 
projette suivant un quadrilatère circonscrit au cercle de gorge, et comme 


Res rie 
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les côtés de ce quadrilatère sont égaux à ceux du quadrilatère gauche, 
tous diminués dans la même proportion, la relation démontrée par 
Steiner pour le quadrilatère plan s’étend au quadrilatère gauche, situé 
sur la surface de révolution. 

La remarque précédente nous amène à compléter une analogie entre 
les coniques planes et les surfaces de révolution du second degré ayant 
deux foyers réels. 

On sait que les quatre rayons vecteurs qui joignent les deux foyers 
d’une conique à deux points A, B de cette conique sont tangents à un 
cercle ayant pour centre le pôle de la droite AB. De même 

Les quatre rayons vecteurs qui joignent les deux foyers d’une surface 
de révolution à deux points A, B de cette surface sont tangents à une in- 
finité de spheres ayant leurs centres sur la droite polaire de AB, et ces sphères 
enveloppent une surface de révolution ayant pour axe la polaire de AB, 
pour foyers (imaginaires) les points d’ intersection de la surface et de cette 
polaire, et enfin contenant les quatre rayons vecteurs qui joignent les deux 
foyers aux poinis A, B. 

Les quadrilateres gauches que nous avons étudiés ici se distinguent 
des autres par la propriété suivante. En général, étant donné un qua- 
drilatère quelconque, il y a seulement huit sphères tangentes à ses 
quatre côtés. Les points de contact de ces sphères s’obtiennent sans dif- 
ficulté, et leurs centres sont à l’intersection des quatre couples de plans 
bissecteurs des angles du quadrilatère. Les quadrilatères que nous 
avons rencontrés ici sont, au contraire, tangents à toute une suite de 
sphères, et ces sphères sont celles qui sont inscrites dans la surface de 
révolution contenant leurs quatre côtés. 


IV. 


On connait les propositions remarquables auxquelles donne lieu, 
dans un triangle, le cercle des neuf points. Prouhet, dans un article élé- 
gant inséré aux Nouvelles Annales, 2° série, t. II, p. 132, a donné des 
théorèmes relatifs à une sphère des douze points, dans le tétraedre 
dont les hauteurs se rencontrent. Nous allons indiquer, dans ce té- 
traedre, plusieurs spheres analogues au cercle des neuf points. Cher- 
chons la condition pour que les milieux des six arêtes d’un tétraèdre 
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, . / , 
donné soient sur une même sphère. Reprenons l’équation donnée d’une 
sphère, rapportée à ce tétraèdre, 


— 22 dauipr+(Zpi)(Zvimi)= 0; 


il faut voir si l’on peut déterminer les quatre quantités ¢;, de manière 
que la sphère contienne les six points milieux. Pour un de ces points 
on a, par exemple, 

| BU» Pa = Pa =, 
et, par suite, on aura les équations de condition 


din = Vi + Vb; 


qui expriment qu'il doit y avoir une sphère conjuguée au tétraedre; 
alors l'équation de la sphère contenant les milieux des six arêtes sera 


(18) Lv; pj — Zv; + V4) pui pu = 0. 


Cherchons l'intersection de cette sphere avec l’une des arêtes, par 
exemple avec celle définie par les équations 


Hs == Hi = O, 
on trouve 
(Ba — fr) (Viper — Vip) = 0: 


le premier facteur donne le milieu de l’arête; le second représente un 
plan passant par l’aréte opposée et par le centre de la sphère conju- 
guée, c’est-à-dire le plan mené par l’arête 34 normalement à 12; il 
coupe donc l’arête 12 au pied de sa plus courte distance avec l’arête op- 
posée. Donc 

Les six milieux des arêtes d’un tétraèdre ne sont sur une méme sphere 
que si les hauteurs du tétraédre se rencontrent, et alors la sphère qui les 
contient passe aussi au pied des plus courtes distances des arêtes opposées. 

La démonstration géométrique de ces résultats est aussi simple que la 
démonstration fournie par l'analyse. Nous ne nous y arrêterons pas. 

Cherchons de même la sphère contenant les centres de gravité des 
faces, on trouve sans difficulté 


(19) 220; 4.2 — X(vi + vx) Mi veo; 
cette équation est vérifiée par les valeurs 


Ms = 0, Vila == V3 bbs = Hy Me, 


DE POINTS, DE CERCLES ET DE SPHÈRES. 900 


qui conviennent au pied des hauteurs sur chaque face; on trouve 
aussi que la sphère coupe chaque hauteur en un second point qui est 
aux deux tiers de la distance de chaque sommet au point de ren- 
contre des hauteurs. C’est la sphère des douze points considérée par 
Prouhet. Remarquons que 

La sphere circonscrite, les deux sphères des douze points, la sphére con- 
Juguée ont un cercle commun, défini par les équations 


Zvipu =O, 2Vipj7= 0. 


En considérant les quatre tétraedres formés avec le point de rencontre 
des hauteurs, et trois des premiers points, on aura huit nouvelles sphères 
des douze points, qui, considérées dans le premier tétraèdre, donneraient 
lieu à de nouveaux énoncés. Par exemple, il y a une sphère contenant le 
cercle des neuf points d’une face, les pieds des hauteurs sur les trois 
autres faces, ainsi que les milieux de ces portions de hauteurs comprises 
entre leur point de rencontre et le sommet correspondant, etc. Nous 
n’insisterons pas, d'autant plus que l’étude de ces questions est plus 
facile avec un système de coordonnées faisant intervenir, d’une manière 
symétrique, le point de rencontre des hauteurs et les sommets du té- 
traèdre. 


Ve 


En se reportant aux formules (5) et (9), on reconnaît que le dé- 
terminant (5) est le mineur du déterminant (9), obtenu en supprimant 
la première ligne et la première colonne. On peut trouver les valeurs 
de tous les mineurs des deux déterminants de la manière suivante : 

Considérons le contrevariant 


(20) 


Re vi LR | 
D 
D 
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obtenu en adjoignant au polynôme ci 

(21) 2 — dpi px 

les deux polynômes du premier degré 
Zœw=mX+nY+pl+qtT, 

a Eaé=mX+nY+pz+qT. 

Le même contrevariant peut aussi être calculé sur la forme 

X'+Y:+7 —RT, 
dont la forme (21) est, comme nous avons vu, la transformée par la 
substitution 


X=Z2puixi, 
> iyiy 
(23) BiY 
Z = Zi, 
T ie AT 


alors le contrevariant a pour expression 
R(mm' + nn! + pp’) — qq’; 
et l’on a, par conséquent, en se rappelant que le contrevariant actuel 


se reproduit multiplié par le carré du déterminant de la substitution, 
la formule 


(24) H’ = (6V)*[R*( mm’ + nn’ + pp’) — qq' |. 


Dans cette équation, le premier membre H’, défini plus haut, con- 
tient les quantités a;, «;, le second m, m’,.... Mais, puisque ces varia- 
bles sont transformées les unes des autres, et qu’on a 


2 aitu — mX +nY + pZ+ Pay 
Bol, i= m/X +n’ + p'Z + q'T, 


on déduira de ces identités, en faisant usage des équations (23), les 
formules 
Aj = MA,+NY;+ P2+q, 
(25) | LS q 
a; = Max; + n'y, + p'2i+q', 


qui définissent la substitution inverse. 


DE POINTS, DE CERCLES ET DE SPHÈRES. 337 


Enfin, en résolvant ces dernières équations par rapport aux variables 
mr P, q; m,n’, p’, g', on obtiendra, d’après les formules les plus 
simples relatives aux déterminants, 


mi Vi Zi 1) = (ai Yi Zi 1), 
n (ai Yi Zi 1) = (Hj a Zi 1), 
Pt: Yi 2: 1) = (41 Fi où 1), 
Q(%i Yi 3i 1) = (Hi Yi i Hi). 


Pour abréger, nous représentons par 
(i Yi Zi 1) 


le déterminant dont on aurait les quatre lignes en donnant à z les va- 
leurs de r, 2, 3, 4. On aurait des expressions toutes pareilles pour m’, 
n, De ne 
Cela posé, désignons par §; l’aire de la face opposée au sommet x, par 
a;, b;, c; les angles qu’elle fait avec les plans coordonnés, et appelons V; 
le volume du tétraèdre ayant pour base la face S; et pour sommet le 
centre de la sphere circonscrite. Les formules précédentes prendront la 
forme 
3mV = 2a;§; cosa, 
3nV = Xai8;cosb;, 
| 3p V= ZaiS; COSC;, 
qV = Savi, 


(26) 


et de même, pour obtenir m’, n’, p’, g', il suffira d’accentuer les quan- 
tités «;; alors, en substituant les expressions de m, m’,..., l’iden- 
tité (24) prend la forme 


oO de ds di a 
ds; (6) (be dy, Ae ë aa 
(27) de da 01 dit da LR 322 aa | R? S;S; cos (6, 5) — oViV; |. 


Das Sn Poet, 
Annales de l’École Normale. 2° Série. Tome I. 43 
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On aurait de même, en employant un contrevariant double, 


0 dy dss du 1 & 
dé o ds du 1 Qs 
din de Diy dehy ms 
8 = 425 aix. SiS; cos(S;, S;). 
4 die du du 10110 4 ae : 


I I I I Oo” 6 


ate a, a, (a, OO 


Ces équations nous donnent un grand nombre de formules. 

Les plus simples sont celles qu’on déduit de la formule (28). 

Par exemple, en égalant dans les deux membres de |’équation (28) 
les coefficients de «,a,, on a 


Le) ds des 3 
: du oO ds I 

(ae (48) 7. ds, ds oO I 
I I I Oo 


S désignant la surface du triangle 123. C’est l'expression connue de la 
surface d’un triangle en fonction des trois côtés. De même, le premier 
terme de l’égalité (27) nous donne 


| o dz ds 
(30) ET do ade nd dE 24 r 9: 
| du dy 0 


r étant le rayon du cercle circonscrit au triangle 123; car, en appelant p, 
la distance du centre de la sphère circonscrite à la face 7, et R; le T3 
du cercle circonscrit, on a 


1 
Va 3 Si Pis R? — p; =f}, 
et par conséquent 
Si —9Vi=(SRi}, 


ce qui donne la formule (30). Plus généralement on a 
pn on 
R? SiS; cosS; S; — 9 ViV; = SiS;( R?cos§S; S; — Pipj)- 


On reconnait sans difficulté que l’expression entre parenthèses est 
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cy 


égale à R,R,;cosU,, Uy désignant l’angle des deux cercles circonscrits 
aux faces z et 7. Ona donc 


2(4R:S;)(4R,S;) cosUy = Ay, 


À;; désignant le déterminant obtenu en supprimant la ligne z et la co- 
lonne 7 dans le déterminant qui donne le volume. Par exemple 


0 ds ds, 
(31) 2(4R;S;)(4R;S;) cosU,, = Oi O ds, 5 
ds, dis 0 


en développant et remplaçant R,S,, RS, par leurs valeurs tirées des 
équations (30), on a 
dis dys + dus dis — da ds, J 


(32) COS Us = —————— 
; 2 Vd, ds Us, dy, à 


cette formule nous montre que 
cosU,, — cos Us. 


Ainsi, étant donnés deux des quatre cercles circonscrits aux faces, 
l’angle sous lequel ils se coupent est égal à l’angle sous lequel se cou- 
pent les deux autres. 

Les autres formules que nous obtiendrions, au moyen des iden- 
tités (27) et (28), sont comprises comme cas particuliers dans d’autres, 
plus symétriques et plus générales, que nous donnons plus loin. Nous 
ferons seulement deux remarques : d’abord l’équation 


7 ZEN 
(33) 28,0; S;æ; cosS;S; = o 


exprime que les deux plans &;, a, sont perpendiculaires, et par consé- 
quent l’équation tangentielle 


oN 
(34) U = ZS;a;S;a; cosS;S; = oO 
représente le cercle imaginaire à l'infini. On déduit de là que Pequa- 


tion tangentielle de toute sphère est 


U = (Avo, + Asa + Asa; + Aou). 


43: 
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Par exemple, les différentes équations 
(35) U = (Sc E Sa ce E Sas ES, a, )? 


représentent les sphères inscrites au tétraèdre. 
En second lieu, l'équation tangentielle 


(36) | Zaia;(S:R:)(S;R;) cosU;; =o 


représente la sphère circonscrite au tétraèdre. 


VI. 


La comparaison de la formule (29), qui donne la surface d’un triangle 
à l'équation (5), conduit à des résultats qui méritent d’être développés. 
La formule (5) peut, en effet, s’écrire 


. O I I I 
tr 0  Wdidy Vdsds 
1 Vdudy 0 Vdsdi 
1 Vdidu Vdsdu 0 


cela résulte des propriétés les plus élémentaires des déterminants. En 
comparant à la formule (29), et en se rappelant qu’un triangle est tou- 
jours possible avec trois côtés réels quand sa surface est positive, on 
est conduit à l’élégante proposition qui suit : 

Étant donné un tétraédre, on peut toujours former un triangle avec les 
trois produits des couples d’arétes opposées, et la surface de ce triangle est 
égale à six fois le produit du volume du tétraèdre par le rayon de la sphère 
circonscrite. 

Cette proposition a d’abord été donnée par M. Baltzer (Journal de Crelle, 
t. LIV, p. 162); j'y avais été conduit par l’étude d’une question impor- 
tante relative aux tétraèdres (‘), et, comme le triangle auxiliaire joue un 
grand rôle dans la discussion de tout tétraèdre, j’indiquerai quelques 
propriétés de ce triangle, qu’on pourrait appeler adjoint ou invariable. 


— 36(4VR } = 


(*) Voir l'étude Sur les théorèmes d’Ivory, relatifs aux surfaces homofocales. Paris, 
Gauthier-Villars. 
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Cest un fait bien connu, depuis les belles recherches de M. Liou- 
ville, qu’on peut remplacer une série de transformations par rayons 
vecteurs réciproques par une seule de ces transformations. D’après cela, 
étant donné un polyèdre P quelconque, et ses transformés P’, P”, P” 
par différentes transformations, si l’on transforme tous ces polyèdres, 
en prenant pour pôle dans chacun d’eux le sommet homologue à un. 
sommet fixe À de P, tous ces polyèdres se transforment en de nouveaux 
polyèdres Q, Q’, Q” ayant un sommet de moins que P, tous semblables 
et même égaux si l’on choisit convenablement le module de chaque 
transformation. 

On sait aussi que, pour transformer toute relation de longueur, il 


2A Bice As ee Set 
OA Op’ O étant le pôle, K? le 
module de la transformation, et, par suite, les rapports tels que 


faut remplacer une ligne telle que AB par ù 


dir ds, dir - da 


dd di 
qu'on pourrait appeler des rapports anharmoniques de distance, de- 
meurent invariables dans toute suite de transformations. 
Ainsi, dans un tétraèdre, les trois produits 


Vds ds, ’ Vdu di ’ Vds ds 


des arêtes opposées conservent des rapports invariables, et, par consé- 
quent, le triangle formé avec ces trois produits conserve une forme in- 
variable. 

Une formule, que nous avons donnée plus haut, explique ce résultat. 
ll suit, en effet, de la formule (32), que les angles du triangle adjoint 
sont ceux que nous avons appelés 


Un = Un, U,; = Ux, U. = U,. 


Nous avons vu que deux cercles circonscrits à deux faces se coupent 
toujours sous le même angle que les deux autres. Pris deux à deux, ils 
ne donnent donc lieu qu’à trois angles différents, et ce sont ces angles 
qui sont ceux du triangle invariable, comme cela résulte de la for- 
mule (32). Ces résultats s’établissent d’ailleurs géométriquement avec 
la plus grande facilité; il suffit de transformer le tétraèdre en prenant 


Ve 
a 
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pour pôle un des sommets A. Trois des cercles circonscrits aux faces 
deviennent des droites, et ces droites forment le triangle invariable. 

Les angles de ce triangle peuvent encore être définis autrement. Avec 
un des dièdres AB du tétraèdre, et les angles plans opposés à AB, on 
peut former un trièdre : la troisième face de ce trièdre est l’un des 
angles du triangle adjoint. Elle reste la même quand on effectue la 
construction avec deux dièdres opposés. 

Les remarques qui précèdent s'appliquent aussi au quadrilatère. On 
peut même dire que, dans ce cas, la considération du triangle adjoint 
est très-ancienne : ce triangle est celui que Ptolémée a construit quand 
il a démontré son théorème, comme on s’en assurera aisément, la dé- 
monstration de Ptolémée ayant été conservée dans la plupart des traités 
de Géométrie élémentaire. 

Nous sommes ainsi conduits à rechercher dans quel cas le triangle 
invariable se réduit à une ligne droite, sa surface devenant nulle. Puis- 
que cette surface est 6VR, il faudra que V ou R devienne nul. Si V 
est nul, le tétraèdre se réduit à un quadrilatère ABCD, mais le rayon R 
devient infini, et le produit VR demeure en général fini. L’un des angles 
du triangle invariable étant égal à l'angle des cercles ABC, ABD, il faut, 
pour que le triangle se réduise à une ligne droite, que cet angle de- 
vienne nul ou égal à 7. Done les quatre points ABCD sont sur un cercle. 

Donc si l’on a 


(37) Vdir ds a æ Vdisd as Vds de — 0, 


le quadrilatère est inscriptible. C’est la réciproque du théorème de 
Ptolémée. 

Mais si les quatre points forment un tétraèdre, il suffira que le rayon 
de la sphère circonscrite soit nul pour que la relation précédente soit 
satisfaite. Et comme cette hypothèse comprend la précédente (puisque, 
lorsque quatre points sont sur un cercle, ils sont sur deux sphères de 
rayon nul), on peut énoncer la proposition suivante : 

Quand la somme (algébrique) des produits des arêtes opposées d’un te- 
traëdre est nulle, les sommets du tétraëdre sont sur une sphère de rayon nul. 

En se bornant aux figures réelles, on a le droit de conclure la réci- 
proque du théorème de Ptolémée, énoncée dans les traités de Géométrie : 
mais la proposition précédente est la seule exacte si l’on admet l’inter- 
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vention des imaginaires en Géométrie. J’ai déjà indiqué qu’elle avait été 
rencontrée par Villustre M. Cayley, et démontrée d’une manière diffé- 
rente dans un article inséré aux Annali di Matematica, t. 1, 2° série. 

On doit compter, au nombre des tétraèdres que nous considérons, 
tous les quadrilatères tracés dans un plan tangent au cercle de l'infini. 
Un tel plan complète, en effet, avec le plan de l'infini, une sphère de 
rayon nul. Ainsi le théorème de Ptolémée se vérifie pour tout quadrila- 
tere situé dans un plan tangent au cercle de l'infini. On concoit bien, du 
reste, comment cela a lieu. Dans un de ces plans, une conique sera un 
cercle dès qu’elle contiendra le point de contact avec le cercle de l’in- 
fini; elle pourra donc satisfaire à quatre autres conditions, comme celle 
de passer par les quatre sommets d’un quadrilatère. Ainsi, dans ces 
plans exceptionnels, tous les quadrilatères sont inscriptibles. 

Il sera peut-être bon de montrer, dès à présent, en développant une 
application, due à M. Cayley, des propositions précédentes, qu’elles sont 
loin d’avoir un intérêt purement théorique, et qu’elles permettent de 
résoudre des questions se rapportant à des éléments géométriques en- 
tièrement réels. 

Supposons, par exemple, qu’on ait à étudier, dans un plan, une ques- 
tion relative à plusieurs cercles. Si, par chaque cercle C tracé dans le 
plan on fait passer une série de sphères, les tangentes menées d’un 
point quelconque du plan à toutes ces sphères auront évidemment la 
même longueur, celle de la tangente menée du point considéré au 
cercle C. Or, au nombre de ces sphères, il y en a deux qui se réduisent 
à des points, et ces points A, A’ s’obtiennent en élevant au centre du 
cercle et de chaque côté du plan une perpendiculaire égale à RV—1 
(R désignant le rayon du cercle). Ces deux points A, A’ sont réels si le 
carré du rayon est négatif; ils sont, au contraire, imaginaires si le 
cercle C existe; mais, dans tous les cas, la tangente menée d’un point 
quelconque du plan au cercle C est égale à la distance de ce même point 
à l’un quelconque des deux points A, A’. 

Si, dans le plan des ay, un cercle est défini par l'équation 


(ere) ir BP — Ro = 0, 
les deux points A, A’ auront pour coordonnées 


a, B, RV—1; «, 6, SRY. 
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Le cercle sera en quelque sorte représenté par ces deux points. On voit 
que cette représentation effectue le dédoublement d’un cercle : l'un des 
points pourrait correspondre sans ambiguité à une valeur positive, 
l’autre à une valeur négative du rayon. 

Étant donnés deux points B, B’ représentant un autre cercle 


B(a’, B', R'V—1), B'(æ, 8, —R'¥—1), 


on aura évidemment 
AB —AB =(a—a')?+(8— 6’? —(R—R’), 
AB’ = A’B —(«— a) +(B—68}—(R+R'}; 


AB est donc égal à la tangente commune extérieure, AB’ à la tangente 
intérieure. On voit que, lorsqu’on prend deux points représentant les 
cercles dont les rayons sont pris avec le méme signe, la distance de ces 
deux points est la tangente commune extérieure. C’est l’inverse quand 
les rayons des deux cercles sont pris avec des signes différents. Done la 
distance AB sera nulle toutes les fois que les deux cercles seront tan- 
gents intérieurement; si les cercles sont tangents extérieurement, ce 
sera, au contraire, AB’ qui sera nul. En général, si l’on appelle 9 l’angle 
des deux cercles, c’est-à-dire celui des deux rayons allant au point com- 
mun, On a 
| AB = 2/RR’ sin? 
(38) 
AB’ = 2 /— RR’ cos =. 


La seconde formule se réduirait de la première, en changeant la direc- 
tion d’un rayon et en donnant à ce rayon un signe opposé. 

D’après cela, si l’on veut mener un cercle tangent à trois autres, re- 
présentés par les couples de points (A, A’), (B, B’), (C, C’), il faudra 
trouver un point M à une distance nulle : soit de A, B, C; soit de A’, 
B, C; soit de A, B’, C; soit de A, B, C’. Ces quatre combinaisons se 
traitent évidemment de la même manière. Considérons la première 
ABC. 

Soient A, B, C trois points représentant trois cercles, et soit D un 


SE ANRT TOP TRUE 
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quatrième point représentant un quatrième cercle tangent au même 
cercle que les trois premiers. Numérotons ces points 1, 2, 3, 4; leurs 
distances seront les tangentes communes aux quatre cercles qu’ils re- 
présentent. Ces cercles étant tangents à un cinquième, il faudra que les 
quatre points A, B, C, D soient à une distance nulle d’un cinquième 
point M, c’est-à-dire que la sphère circonscrite au tétraèdre ABCD ait 
son rayon nul. On devra donc avoir, en se rappelant la condition in- 
diquée plus haut, 


(39) trots, Æ big los HE distas — 0. 


Ainsi, pour que quatre cercles soient tangents à un cinquième, il faut 
et ul suffit qu'il y ait entre les longueurs de leurs tangentes communes la 
relation indiquée par le théorème de Ptolémée. 

On déduit facilement, de ce théorème général, les équations de 
M. Casey pour les couples de cercles tangents à trois autres. Il suffit de 
supposer, dans l’équation précédente, que le cerele (4) se réduise à un 
point; il devra se trouver alors sur le cercle tangent aux trois autres, 
et, par suite, en appelantS,, So, S, les carrés des tangentes menées d’un 
point aux trois points donnés, |’équation. 


(40) is (Sexe tis (SHEE NE 0 


représentera deux cercles d’un même couple tangents aux trois cercles 


‘donnés. 


Les autres couples s’obtiendront en prenant successivement chaque 
rayon négatif, ce qui donne 


ty 8, bey Ss END — 0, 
(41) ENS = tu VS VS =o, 
ENS NS =o. 


Dans ces équations, les tangentes intérieures sont distinguées par un 
accent. 
Les cercles de chaque couple sont d’ailleurs inverses ou réciproques 
par rapport au centre radical; en général, toute équation homogène 
FT (Si S:, S;) == 0 
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représente une figure anallagmatique par rapport au centre radical des 
trois cercles S,, S,, Ss. a 

Nous n’étudierons pas les relations des huit cercles entre eux, mais 
nous ferons remarquer que |’équation fondamentale (36) peut être 
transformée de manière à ne contenir que les angles. 

Si l’on appelle ¢ l’angle de deux cercles, 4, ¢ les deux tangentes com- 
munes, R, R’ les rayons, on a les formules 


— , @ 
t—2V/RR Sin > 


= 2,/— RR’ cos =. 
Cette seconde formule se déduit de la premiere, en changeant le sens 
et le signe d’un rayon. En nous bornant donc à la premiere, et en ap- 
pelant a, les angles définis avec précision de deux cercles, la for- 
mule (39) deviendra 


+ il Fra AN 124 =)  : nee oP ges 
(42) sin — sin— + sin — ‘sin "sin — sin — 01 
2 2 2 > 2 2 


Il y a donc une relation qui doit avoir lieu, entre les angles, pour que 
quatre cercles soient tangents à un cinquième, et cette relation est 
exprimée par la formule précédente. 


YU: 


Les mêmes méthodes s'appliquent évidemment à des cercles tracés 
sur une sphère S. Par tout cercle C on peut faire passer deux sphères de 
rayon nul dont les centres A, A’ représenteront le cercle. Un deuxième 
cercle C’ étant représenté par B, B’, on obtiendra, sans qu’il soit néces- 
saire de les développer, les formules suivantes. 

Désignons par £, 7 les deux tangentes communes aux deux sphères 
S’, S’ orthogonales à la sphère S, sur laquelle sont tracés les cercles 
C, C’. Soient a, b les rayons des sphères S’, S”, « l'angle des deux cer- 
cles. Les tangentes communes £, 2’ sont les cordes des ares tangents 
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communs aux deux cercles T, T’, en sorte qu’on ait 


he if 
=2sin—» f#—2sin—; 
2 > 


on aura les formules suivantes : 


ea eed sin? = 
AB ON OR ? 

, 4absin®-; 
ET OA. OB 

‘ 4ab cos? = 
AB’ = 

OA’. OB ? 

PA 4ab cos? = 
ST OÙ 


ER ds Eat (24 
t= 2Vab sin =; t'— 2 ab cos; 
2 


et, par suite, on trouvera, comme pour le plan, les deux équations de 
condition 


plier Rei ve RTE T T 
Sith Sin sin — sin #"<in- sin -2—0, 
2: Dy 2, 97 2 2 


(43) 


sin sin Æ sin sin E sin sin =o, 
qui expriment que quatre cercles sont tangents à un même cercle. 

Nous allons maintenant déduire des principes développés ici la belle 
construction que Gergonne a donnée, et qui permet d’obtenir le cercle 
tangent à trois autres situés dans un plan. 

Soient A, B, C les trois points représentant les trois cercles donnés 
situés dans le plan P. Les cercles tangents que nous cherchons sont re- 
présentés par un point M, à une distance nulle des trois points A, B, C; 
il faudra donc faire passer par le cercle ABC deux sphères de rayon 
nul S, S’, qui seront sur l’axe du cercle, et qui représenteront les deux 
cercles tangents cherchés. Il reste à déduire de là une construction 


44. 
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. ° Lap 
n’employant que des éléments réels, et ne devenant impossible qu'avec 
le probleme proposé. 


Fig. 1. 


Il est à peu près évident que les droites AC, AB, BC vont couper le 
plan P en trois points a’, b', c’, qui sont les centres de similitude des 
trois cercles, pris deux à deux. Comme d’ailleurs ces trois droites sont 
dans un même plan ABC, que nous appellerons P’, on voit que les trois 
centres de similitude sont en ligne droite sur DD’, qui est un axe de 
sumilitude. 

Cela posé, soient S, S’ les centres des spheres de rayon nul passant 
par le cercle ABC, ces sphères couperont le plan P suivant deux cercles 
tangents aux cercles donnés, car S et S’ sont à une distance nulle tous 
les deux de A, de Bet de C. 

D’ailleurs la ligne SS’ vient couper le plan P en un point O, qui est 
à une distance égale des trois points A, B, C, et par conséquent les tan- 
gentes menées de ce point O aux trois cercles sont égales; en d’autres 
termes, le point O est le centre radical des trois cercles donnés. 

En second Jieu, les distances d’un point quelconque de l’axe de simi- 
litude DD’ aux deux points S, S’ sont égales, et, par conséquent, les tan- 
gentes menées des points de DD’ aux deux cercles tangents que repré- 
sentent S et S’ sont égales; en d’autres termes, l’axe de similitude DD’ 
est Vaxe radical des deux cercles tangents. 

Enfin il suffit de remarquer que, les cercles (S) et (A) étant tangents, 
les deux sphères de rayon nul S et A seront tangentes en tous les points 
de la droite SA. Les points de contact du cercle A avec les cercles S, S! se 
trouveront dans le plan passant par A, SS’ et O. 


ne 
ons, 


DE POINTS, DE CERCLES ET DE SPHERES 349 


Il ne-reste plus qu’un mot à ajouter pour obtenir la belle solution 
de Gergonne. Le plan SAS’ contient le centre radical O: il contient en 
outre la perpendiculaire au plan P’ élevée en A. Or cette perpendicu- 
laire est la polaire de l’axe DD’ par rapport à la sphère de rayon nul A. 
Cette droite, et par conséquent le plan SAS’ qui la contient, iront done 
passer dans le plan P par le pôle a, de l’axe de similitude par rapport 
au cercle (A); d’où résulte la construction suivante : 

On construira Vaxe de similitude des trois autres cercles donnés (A), 
(B), (C), on prendra les pôles a,, b,, c, de cet axe par rapport aux trois 
cercles, et l’on joindra ces pôles au centre radical O; les droites Oa,,0b,, 
Oc, couperont respectivement les trois cercles (A), (B), (C) aux points de 
contact des deux cercles tangents d’une même série. 

La marche suivie nous indique d’ailleurs un grand nombre de pro- 
priétés et de constructions très-simples du même problème. 

La sphère, ayant son centre en O et contenant les centres A, B, C, 
coupe évidemment le plan P des trois cercles suivant leur cercle radical 
ou orthogonal. On voit donc que le cercle orthogonal coupera l’axe de 
similitude DD’ en deux points appartenant aux deux cercles tangents. 
Le problème sera donc ramené au suivant : 

Faire passer par l'intersection de l'axe de similitude DD" et du cercle 
radical les deux cercles tangents à l’un quelconque des trois cercles donnés. 

Nous donnons plus loin les solutions et les constructions géomé- 
triques d’autres problèmes relatifs aux cercles. 


DEUXIÈME PARTIE. 


VIII. 


La méthode que nous avons suivie s’étend à la solution de la question 
suivante, qui donne une formule nouvelle. Proposons-nous le probleme 


suivant : ela 
Étant données quatre sphères de centre et de rayon, trouver l’équauon 


de la sphère qui les coupe orthogonalement. 
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*_ Pour résoudre cette question, nous aurons à considérer pour deux 
sphères un élément équivalent à la distance de deux points, et qu’on 
peut définir de la manière suivante: 

Soient deux sphères de rayons R, R’, ayant d pour distance des cen- 


tres. L'expression 
d?— R?— R” 


se réduit au carré de la distance quand les spheres se réduisent a des 
points. Elle est nulle quand les deux sphères sont orthogonales. Comme, 
lorsqu’une des deux spheres se réduit à un point, l’élément précédent 
devient la puissance de ce point par rapport à l’autre sphère, nous 
l’appellerons puissance commune des deux sphères. 

Une formule remarquable, relative aux distances de quatre points, 
est la suivante : 


Los Train 
(44) dy. + ds, — dis — du = 2Vdis Vdx Se LE 


en d’autres termes, 


—2 2 ——2 — —— i 
AB + CD — AD — BC = 2 AC. BD cos( AC, BD). 


Cette formule (44) s’étend aussi aux puissances communes de deux 
sphères, et en appelant 4; la puissance commune, on aura 


Pi je S — oe 
Tes + Hae = kis = les; ane Vdis Vda re V 7 ) . 


Cela posé, considérons l’équation 
(45) 13 —kypipj=o, 


où le signe = est étendu à toutes les valeurs de 7 et de, 
i 
4 1, 2, 3, 4, 


et où #;; désigne la puissance commune de deux sphères z et j. L’équa- 
tion (45) est analogue à l’équation (4), et se réduirait à celle-ci si les 
quatre sphères (1) se réduisaient à des points. Voyons ce que repré- 
sente ici l'équation (45). 
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Supposons qu’on ait pris des axes rectangulaires ayant pour origine 
le centre de la sphère orthogonale aux quatre sphères données. Soient 
Vis Vir Bis R; les coordonnées du centre et le rayon de la sphère (z); 
soit R le rayon de la sphère orthogonale, on aura 


| RJ = x} + y} +z? —R?, 
- | iy = (#1 — ay) + (yi 1)? + (Bi — 3} — BR? — BP 
= 2(R?— x, 2; — yiyj— 2:2;), 


. * L . ; 
et, par suite, en substituant ces expressions dans la formule (45), on 
aura l’identité 


pe Meg i pay = (Zi) + (Er) + (2 zu) — R(E pi}, 


ou, en posant 


X=22ipi, 
RÉPARTIE ; 
(47) BAI eee SET 
FR Oo PGT 
T =>, 
(48) $2 — khjuu=X'+ V+ 2 RIT. 


Ces formules mettent en évidence ce fait, que l’équation (45) est celle 
de la sphere orthogonale aux quatre sphères, rapportée au tétraédre 
des quatre centres, et, par suite, en écrivant les deux équations relatives 
au discriminant et au contrevariant, on aura, d’apres les principes 
exposés au § I, 
| lon ine Its Fev 

as ke Fa Fa, 
(49) = —(24RV), 

Ka Hs Us Hs 

kes fe Es Ki 


Cee ere a 
RP EE 

(50) Rewari el Les 200 V". 
TTR I Re 7 
CAT Bt? PB Ê 
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Dans ces formules, V désigne le sixième du déterminant de la substi- 
tution (47), qui est le volume du tétraèdre formé par les centres des 
quatre sphères données. La formule (50) se déduira de la formule (9) 
par l'emploi des propriétés les plus élémentaires des déterminants. 
Quant à l'équation (49), peut-être est-elle nouvelle; elle donnera le 
rayon de la sphère orthogonale aux quatre sphères données. 

Il est digne de remarque que les formules précédentes ne contiennent 
qu’un seul élément, la puissance commune. 

En employant une notation commode des détermanants, due à 
M. Kronecker, on pourrait écrire la première 


| ky | =—(24RVY, 47 = 1,2, 3,4, 
et par conséquent l’équation 
(51) | ki | 0 


est la condition pour que quatre sphères passent par un même point. 
Remarquons enfin que la puissance commune 


@? — R?— R® 
de deux spheres s’exprime aussi par la formule 
— 2 RR' cos, 


où g est l'angle de deux sphères, et par conséquent l'équation (51) 
peut s’écrire 


(52) | cosa; | — 0, 


/ 9 \ . . . ; 

a; étant langle des sphères z et 7. Cette relation (52) entre les angles 
de quatre sphères passant en un même point convient aussi évidem- 
ment aux angles que forment deux à deux quatre plans. 


IX. 


Élevons-nous dès à pré à la généralisation I: 
eee des à présent à la généralisation la plus complète dont 
a méthode paraisse susceptible, et considérons deux groupes de sphères 
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en nombre quelconque (le même, pour simplifier, dans chaque groupe) : 


S, LATE Sr» 
(4 La “ ! 
eestor hg sorta ; 


Désignons par #;; la puissance commune d’une sphère : du premier 
groupe et 7 du second, et étudions la forme bilinéaire 


(53) 7% —hypips, 


qui contient deux séries de variables. Nous obtiendrons une premiere 
série de conséquences importantes en supposant n= 4. On a done 
deux groupes distincts de quatre sphères, pouvant se réduire a deux 
tétraèdres distincts. 


Soient R le rayon, a, b, c les coordonnées du centre de la sphère 
radicale (R) du premier groupe de quatre sphères (*). Soient R’, a’, b’, ¢’ 
les mêmes éléments se rapportant à la sphère radicale (R’) du second 
groupe. Si nous désignons par 


(54) H= — 2RR' cosy 


la puissance commune de ces deux sphères radicales, on a évidemment 
les équations suivantes, où x;,..., 2, désignent les coordonnées des 
centres des sphères de chaque groupe 

(a;—a)+(yi— bF+(z— c) —R}?—R—0, 


(ai a (7, — 0 (a — oe ) — RP RY, 
(55) 
CRT ica oA W Yeo a ig re, ee R? — RY Shi, 


\ (a —a’ P+(b —b}+(ce —c)} —R —R°— FH; 
et par conséquent, en retranchant les deux dernieres des deux pre- 
mieres, 


(56) —hky—H=2(#;—a')(x#,—a)+2(yi:—0') (yj — 6) +2(zi—e') (4; —¢). 


(') Nous appelons sphère radicale d’un groupe de quatre sphères la sphère qui les coupe 
à angle droit. 
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En tenant compte de cette formule, nous avons l'identité 


£3 hub = (Zea) (Ze) 
(59) ° + [3 pi(ai—a')] (2p, (2, — a)] 
+ [Emi 5')[2 ri — 49)] 
+ [E pi(zi— 7) [2 vi( 4; — €)], 
et par conséquent, si l’on pose 
X=2p;(2:— a), 
Y¥=2pi(yi— 0’), 


(58) Z=Xpil(zi:—c’), 
a ae A; 
et 
X'—Zu(x,— a), 
(59) Y=2yi(7, — b), 
i Te, i Pee | 
dh Sire 
on aura identiquement 
(60) $3 — hy pip = XX + VY+22 + ST 


Ainsi les deux formes bilinéaires figurant dans les deux membres sont 
les transformées l’une de l’autre par les substitutions (58) et (59). On 
n’aura done plus, pour obtenir les équations cherchées, qu’a appliquer 
les notations relatives aux invariants et covariants des formes bilinéaires. 

Mais auparavant nous allons indiquer ce que représente l’équation 


(61) 2 — kjÿpuiu, =o. 


D’après les formules (58), les quantités p; peuvent être considérées les 
coordonnées homogènes d’un point de la première figure rapporté au 
tétraèdre formé par les quatre centres des sphères du premier groupe; 
X, Y, Z seront les coordonnées rectangulaires de ce point rapportées 
à des axes parallèles aux axes primitifs se coupant en (a’, b', c’). De 
même les quantités p; sont les coordonnées tétraédriques d’un point 
rapporté au tétraèdre des quatre centres du second groupe. L’équa- 
tion (61) établit donc une relation entre deux points u;, pu apparte- 
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nant à deux figures différentes, et cette relation consiste en ce que, si 
de chacun des points comme centre on décrit une sphère orthogonale, 
pour le point (XYZ) à la sphère radicale (R), pour le point (X'Y’Z') à 
la sphère radicale (R’), ces deux spheres sont orthogonales entre elles. 
Ainsi menons deux sphères orthogonales chacune à une sphère fixe et 
orthogonales entre elles, il y aura entre les coordonnées variables de 
leurs centres une relation de la forme (61). 

Il est à peine nécessaire d’ajouter qu’une relation de ce genre établit 
la corrélation de deux figures, suivant la définition de M. Chasles. 

Les formes homogènes à deux séries de variables indépendantes que 
nous rencontrons ici ont été considérées par M. Cayley au début même 
de la théorie des invariants. On connaît d’une manière suffisante pour 
le but que nous nous proposons leurs invariants et leur système de 
formes adjointes. 

Étant donnée la forme bilinéaire 


dBi 23 x, : 
cette forme a d’abord un invariant 


Pie A1 Ax. + + Anny 


et cet invariant, lorsqu’on effectue sur x;, a; des substitutions indé- 
pendantes, se reproduit multiplié par les deux déterminants de ces 
substitutions. | 

La forme a de même un contrevariant simple 


is ir is is Mi 


Gy oo rs x My 


et un contrevariant double qu’on obtiendrait en ajoutant une ligne et 
une colonne de plus, et qui se reproduisent également, multipliés par 
les déterminants des deux substitutions. 

Appliquons ces principes aux deux formes 


kim, XX'+YY +77 + ke 


4S. 
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transformées l’une de l’autre par les substitutions (58), (59). Les déter- 
minants de ces deux substitutions sont 


CV, ON 
si V et V’ désignent les volumes des tétraèdres formés par les centres 


des sphères de chaque groupe. En écrivant l'équation des discrimi- 
nants, et en se rappelant que 


H ; 
aS RR’ cos, 
on aura done d’abord 
kek hea tea 
FRE ka Kean Kes ku 
(63) — 24 RR’ cose VV’ = ; 


ka Ka Kiss Ka 
mais ici on n’a pas, comme dans les formules primitives, 
hy = ji. 
Si l’on forme de méme le contrevariant (61) avec les deux fonctions 


linéaires 
T=2u, T=2yp,, 


on obtient 
Oo I I I I 
ro An key. ky; ki 
( 64 ) | 200. VV ue te ka ko has Kes, 


rks Ka Ks ese 
r ka kee kes hes 


Si les deux groupes de quatre sphères se réduisent à des groupes de 
quatre points, 4;; devient le carré d;; de la distance, et l’on retrouve les 
deux formules 


Le] I I I I 
I aii diy d.; dis 
(65) 288 NV! — I DES Css da da 9 
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due à V. Staudt, et 
di; dy dis du 
—2 a dy dy dx 
66 — 24 RR’ LA 
v de TR nd, |’ 
da di dis di 


due à Siebeck (Journal de M. Borchardt, t. LXII). La première donne, 
on le voit, le produit des volumes de deux tétraèdres, en fonction des 
carrés des distances mutuelles de leurs sommets; la seconde donne la 
puissance commune des deux sphères circonserites aux deux tétraèdres. 
Il est clair que ces équations comprennent, comme cas particuliers, 
celles qui sont relatives à un seul tétraèdre : il suffit de supposer que 
les points correspondants des deux groupes viennent se confondre; 


alors 
di=0, dj —=d;, 


et l’on retrouve les propositions établies plus haut. 

On peut se demander ce que représentent les formules précédentes 
quand les points de l’un des groupes sont dans un même plan. Dans ce 
cas, V devient nul et R infini, en supposant, par exemple, que les points 
du premier groupe soient dans un plan. La formule (65) ne présente 
rien d’obscur; il faut y remplacer VV’ par zéro; mais il n’en est pas 
de même de la formule (66). 

Les notions données plus haut, relatives au triangle invariable, nous 
permettent de faire disparaître cette difficulté. Quand le tétraèdre de- 
vient un quadrilatère, 6 VR reste fini : c’est la surface du triangle inva- 
riable. En appelant donc, a’ les surfaces des deux triangies invariables 
pour les deux groupes, on a 


— Ha.a cosa = — 24 VR V'R'cosv; 


cette transformation fait disparaître toute difficulté. 

Cette difficulté toutefois se présente aussi pour les formules géné- 
rales données plus haut (63), et relatives à deux groupes de quatre 
sphères. Pour achever la solution de cette question, nous ferons usage 
d’une formule démontrée plus loin, et d’après laquelle on a, pour quatre 
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cercles (æ;, y: R;) dans un plan, l’équation 


° ie 
Oo Kiss ki ki 
ka hes hen 
rs = —(44} 
ke K oO Kes 


ka hea his. 0 


ou 
A= (1, 25 Vn, 2 +97 — Bj). 


La formule (63) nous donnerait, en y supposant identiques les deux 


roupes de spheres, 
papi “ (6VR} = A. 


On voit donc que l’on devra substituer A à ORV. Or A peut se définir 
d’une manière simple, car le déterminant écrit plus haut est évidem- 
ment la surface du triangle formée par les centres de trois quelconques 
des quatre cercles, multipliée par le double de la puissance commune 
du quatrième cercle et du cercle radical des trois premiers. Ainsi nous 
avons la proposition suivante. 

Quand les quatre sphères de l’un des groupes auront leur centre dans 
un méme plan, la surface du triangle formé par les centres de trois 
quelconques d’entre elles, mulüpliée par le double de la puissance com- 
mune de la quatrième et d'une sphère orthogonale aux trois autres, 
donne un produit A toujours le même, de quelque manière qu’on ait choisi 
les trois premières sphères parmi les quatre sphères données. C’est ce pro- 


duit À qu'on pourra substituer à 6 VR quand les formules deviendront 
ullusorres (*). 


X. 


Les déterminants (63), (64), (65) donnent lieu à un grand nombre 
de mineurs du premier ordre, dont il peut être utile de connaître la va- 
leur. Aussi allons-nous employer la méthode déjà suivie au para- 
graphe V pour obtenir les mineurs cherchés. 


(') Ce produit paraît avoir été considéré aussi par V. Staudt (Journal de M. Borchardt, 
t. LVI, p. 88). 
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Soient 
mX+nY+pZ+qT, 
i Se n'Y'+ p'Z'+ q'T’ 
les deux fonctions linéaires, transformées par les substitutions (58), 
(59)en ¢ 

By Pa La Ue + a Meg + Oy May 

i, yh dpt dpi + a, pe 
Le contrevariant (61), déjà considéré, donnera lieu à l’équation 


key kes ge [Pr a 


(697) 144.VV’[2qq'—(mm' + nn’ + pp'}RR'coso]—| ku Ka Ks hu os 


d’ailleurs, pour passer des variables 7, m’ aux variables &;, «,, il faut 
employer les substitutions inverses 

aj—=m(#;—a')+n(y;—b')+ p(zi—e) + q, 

a, = m'(e,—a) + nily,— b) + p(z,—¢) + 95 
ces formules peuvent étre résolues par rapport aux variables m, m’,...; 
elles donnent le résultat suivant : 

Soient S; l’aire de la face (1) du premier tétraèdre des centres; a;, 
b;, c; les angles que fait cette face avec les plans coordonnés; V; le vo- 
lume du tétraèdre ayant pour base la face S; et pour sommet le centre 
de la sphère radicale du second groupe. Soient S;, @;, b., ¢,, V; les no- 
tations analogues pour les points du second groupe. On aura 
3Vm= + a;S;cosa;, 
aN l= > CASE cos b;, 
3Vp = 2 a; S; COSC;, 

V q = Ze Vi; 
3,V'm' = 2a,S, cosa,, 
3V'n'—Zas, cosb,, 
(69) 3M! p’ = 2ES"cosc, 

Vg =ZaV'; 


(68) 
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en effectuant ces substitutions dans la formule (67), son premier membre 
devient ear : 

— È (288vv — 32RR’cos¢ S:S; cosS,§; ) Oi, . 


- Ce développement donne tous les mineurs du déterminant (67). Par 
exemple, : 


key, Ki 2 kes 
> . 
(70) 288 V, V’,—32RR’cos@S,8,cosS,,S,= | Hu kn ke |, 
kes 3 ks; 
et, si les sphères deviennent des points, 
di di dis 
v U cap 
(jo bis)  288V,V',—32RR’coseS,S,cosS,,S,=| du dn dos 
ds, ds, ds; 


Le second membre de cette formule ne contenant aucun des points 4, 
cette formule s’applique en réalité à deux triangles dans l’espace. On 
a l’énoncé suivant : 

Étant donnés deux triangles dans l’espace (123), (123’), et deux 
spheres quelconques circonscrites respectivement à ces deux triangles, 
ona 


di da dis 
+ 
288 VV’— 32RR' cos SS'cos8,S’'= | dx du dh; |, 
| ds, dy dss 


où S, S’ désignent les aires des triangles, V, V’ les volumes des tétraèdres 
ayant pour base chaque triangle, et pour sommet le centre de la sphere 
circonscrite à l’autre. 

Il y a, on le voit, une indétermination dans le choix des sphères dont 
on peut profiter dans chaque cas particulier. Si les deux triangles, par 
exemple, ont leurs sommets sur une méme sphere, le premier membre 
de la formule devient 


2(4RS) (4 R’S’) cosU, 


U désignant l’angle des deux cercles circonscrits, R, R’ leurs rayons. 


SER ages becs Sil 361 


rules ha 


ARS 
à | = 31685 cos§;S; CICR 
a, I cf a ee, We 


a, I ka ke Shey Kegs ' 


d’où l’on déduit l’équation connue 


O I I I 
(71) = 1658 co Pyne : 

1 Un Ka hers 

tke, Ka Ks 


qui donne le produit des aires de deux triangles par le cosinus de l’angle 
de leurs plans. 
L’équation tangentielle 


PE! Gone, 
(72) 25,8; COSS;S; aia; = 0 


exprimerait d’ailleurs que les plans «,, «; sont rectangulaires. 
Il est bon de faire remarquer que la méthode suivie ne donne pas di- 
rectement les mineurs du déterminant (65), tel que le suivant 


I I I I 
d'A US vd, 
dpe NT ONE Le 
APT di 


mais il suffira d’adjoindre au système contenant trois points le centre 

de la sphere R’ circonscrite au tétraèdre formé par les points du second 
groupe, et l’on aura alors, d’après la formule (66), 

R? R? R? RP 

du di ds dy 

dy du do du 

du ds. dy ds 
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V, désignant le volume du tétraèdre ayant pour base la face 123 du pre- 
mier groupe, et pour sommet le centre de la sphère circonscrite aux 
quatre points du second groupe. Supprimant R”, on aura l'expression 
cherchée. 


x. 


Avant de continuer la démonstration des formules relatives aux 
groupes de sphères, nous allons donner quelques applications, et d’a- 
bord traiter une question relative à deux tétraèdres et analogue à une 
question déjà examinée. | 

Étant donnés, dans l’espace, deux groupes distincts de points, dans 
quel cas peut-on exprimer le carré de la distance d’un point i du premier 
groupe à un point j du second par les formules 


(73) dj=vité, i2]? 


Le problème peut s’énoncer en d’autres termes. L’équation précédente 
exprime que, si l’on décrit des sphères du point comme centre avec Vo; 


pour rayon, et du point 7 avec (;, ces deux sphères sont orthogonales. 
Nous avons donc a examiner la question suivante : 

Peut-on trouver deux groupes de spheres S;, S; se correspondant une 
à une, et telles que chaque sphere 8; de l’un des groupes soit orthogonale 
à toutes celles S; de l'autre groupe, pourvu que t ne soit pas égal à j, et 
quel est le nombre maximum de sphères contenues dans chaque groupe ? 

La remarque suivante nous donne la solution du problème. D'après 
une proposition déjà employée, l'équation (73) exprime que toute 
droite (&’) de la première figure est perpendiculaire aux droites (##') 
de la seconde, & et #’ étant différents à la fois de z et de v’. Il faudra 
donc, par exemple, que la droite 12 de la première figure soit perpen- 
diculaire à toutes les droites qui joignent, dans la seconde, tous les 
points autres que 1, 2. Ainsi tous les points de chaque figure, moins 
deux quelconques, doivent étre dans un méme plan. Leur nombre total, 
dans chaque figure, ne peut donc dépasser cing, mais il peut égaler 
ce nombre, et voici comment on construira ces deux groupes de cing 
points : 

Étant donné un tétraédre quelconque ABCD, d’un point E’ on abaissera 


 thoils 
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des perpendiculaires sur les faces, et l’on prendra des points A'B'C'D' sur 
ces perpendiculaires (A' sur la perpendiculaire à la face BCD, etc.) : on aura 
ainsi formé un nouveau tétraèdre A'B'C'D'. Cela posé, les perpendicu- 
laires abaissées des sommets du premier tétraèdre sur les faces du second se 
coupent en un même point E, et les deux groupes de points cherchés sont 


ABCDE, A’B’C’D’E’. 


On voit qu’on ne peut pas trouver deux groupes de plus de cing 
sphères, telles que chaque sphère d’un groupe soit orthogonale à toutes 


celles de l’autre qui ne lui correspondent pas. On aura d’ailleurs, entre 


les quantités 9;, 6’, l’identité 
Nes | 
mn a ap = Ù 
dis Vi —V, i 


analogue a la formule (15), déja trouvée. 


XII. 


Enfin nous allons terminer ce qui se rapporte à notre sujet en exami- 
nant, au point de vue précédent, les relations entre deux groupes de 
n sphères, n étant supérieur à 4. 

Reprenons la forme 


(74) DEETT 


où 
hey = (ei — 2) + (ni — yy +(e — 3) — BR} BP; 


cette forme est évidemment la transformée de la suivante 


(75) RX VTT = 


par les substitutions 


[eX ee Cire 

Vee aris 

(76) Z == 2 upees 
T Pa 


EU = Zac + yi t- 2} — Rj); 
46. 
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Y'=2pyi 
(77) Et 
T'=2p;, 


Ui Bula +7 + 22 — RP); 


et, par suite, en adjoignant à la forme (75) les fonctions linéaires 


» 


TES 
qui annulent le premier contrevariant, on trouve l'équation 


(8) I I 1 I 1 
ts Kir vk jen hie sees 
i Mare Kes Most is Foe 
(78) ip EE kth PU à 
SAN he kat 


1 he KE les kis, hss 


entre les puissances communes de cing spheres quelconques. C’est l’é- 
quation de M. Cayley, et l’introduction des sphères a la place des points 
ne constitue pas une généralisation bien essentielle de la formule (*). 

En écrivant la relation entre les deux discriminants, on a, au con- 
traire, la relation nouvelle 


Rats wl. aes 
hi nelle Né ok 
(79) Kes Hs Wess ess ess | = BAA’, 
Kate 
Kit dees ity ta À 


où A, A’ sont les déterminants des deux substitutions (76), (77) 


AT; Lis Vis Bis tw} + pam 27 oR? ‘ 
(80) J yi + 23 —R}) 


, LA 
EE PS AT LT x + y + 3? — Ri), 


(") Pour être exact, il faut ajouter que M. Cayley n'a développé que la relation entre les 
distances mutuelles de cing points. Voir Baltzer, § XVI, 3° édit. 
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Ces déterminants ne sont nuls que si les cinq sphères du groupe cor- 
respondant sont orthogonales à une même sphère. On a donc la pro- 
position suivante : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les cing sphères de l’un 
des groupes soient orthogonales à une même sphère; c'est que le détermi- 
nant (79) soit nul. 

Quand les sphères se réduisent à des points, on a la condition néces- 
saire et suffisante pour que les cinq points de l’un des groupes soient 
sur une même sphere. 

Chacun des déterminants A, A’ peut d’ailleurs être interprété géomé- 
triquement. À, par exemple, est le volume du tétraèdre formé par les 
centres de quatre des sphères, multiplié par six fois la puissance com- 
mune de la cinquième sphère et de la sphère orthogonale aux quatre 
autres. Si les cing sphères du groupe se réduisent à des points, A est 
le sextuple du volume du tétraèdre formé par quatre quelconques de 
ces points, multiplié par la puissance du cinquième par rapport à la 
sphère circonscrite au tétraèdre formé par les quatre premiers. Nous 
avons fait usage de cette remarque (IX). 


XII. 


Si, au lieu de cing variables, nous en avions introduit un nombre plus 
grand 7 dans nos formules, nous aurions obtenu les résultats suivants : 
Le discriminant de la forme 
2 dij pip; 


devient un déterminant d’ordre n qui est nul en même temps que tous 
ses mineurs de l’ordre 7 — 6. 

Le contrevariant, analogue à l’expression (78), sera nul, en même 
temps que tous ses mineurs de l’ordre n — 5. 

Il n’y a donc à signaler qu’une formule distincte des précédentes; 


mais elle est utile : c’est l’équation homogène 
| dj |=0, 

(80 bis) ou Lop eet, 2389, 1070 
| ky |=0, 
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entre les distances mutuelles de deux groupes de six points dans l’es- 
pace, ou les puissances communes de deux groupes de six sphères. 

Étant données deux sphères dans l’espace, nous avons surtout con- 
sidéré dans ce qui précède leur invariant le plus simple, désigné sous 
le nom de puissance commune. 

Quant aux questions relatives aux fangentes communes, on les trai- 
tera de la manière suivante : 

Soient deux sphères de centres (æ, y, z), (a, y’, 2’), et de rayons R, 
R’. Une de leurs tangentes communes a pour carré 


(rer oy te meee ee LR ER;E. 


Si nous remplacons R, R’ par £ÿ— 1,  ÿ— 1, cette expression prend 
la forme 
(æ— x'}+(y-p'}+(z— 3} +(e— Er}. 

C’est la formule qui exprimerait la distance de deux points dans un 
espace plan à quatre dimensions. Cette remarque bien connue et l’ana- 
logie nous guideront toutes les fois que nous aurons à étendre aux 
sphères les solutions ou constructions relatives aux cercles. 

Par exemple, on a, entre les trente-six tangentes communes à six 
sphères d’un premier groupe et à six sphères d’un second groupe, une 
relation analogue à celle qui a été indiquée plus haut : 


Si les deux groupes se confondent, il suffit d’y faire 
1 0; bij = di. 


Rappelons d’ailleurs que les tangentes communes qu’on doit choisir 
sont parfaitement définies quand on a fixé le signe qu’on donne au 
rayon de chaque sphere 
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De même l’équation 


(81) ; x | li [= 0; Nese 2, 3, 4, 5, 6, 7 


analogue à l’équation (80 bis) indiquée plus haut, est une relation 
homogène entre les tangentes communes de deux groupes de sept 
sphères quelconques. 

Nous indiquerons du reste, dans la troisième Partie, les équations 
relatives aux sphères dont nous aurons à faire usage. 

Enfin, de même que les théorèmes précédents s'étendent à des ques- 
tions comportant un nombre supérieur de dimensions, ils s'appliquent 


aussi aux problèmes où l’on considère simplement des points situés 
dans le plan. RE 


— 000 =a 


TROISIEME PARTIE. 


XIV. 


La relation entre les distances mutuelles de cing points sur la sphere 
reçoit une application tres-simple et.en quelque manière une représen- 
tation géométrique dans la solution du problème suivant : 

Trouver l’équation de chacune des sphères inscrites ou exinscrites à un 
tétraëdre. 

Ces sphères sont, on le sait, au nombre de huit. Dans un autre tra- 
vail, nous pourrons développer les relations qu’elles présentent; pour 
le moment, nous nous bornerons à donner leurs équations. 

Soient 1, 2, 3, 4 les quatre points de contact de la sphère inscrite 
avec chacune des faces du tétraèdre. Appelons, comme précédemment, 
d;; le carré de la distance de deux points z et 7, et soit a; le dièdre du 
tétraèdre formé par les faces d’indices z et 7. Si l’on désigne par r le 
rayon de la sphère inscrite, on aura évidemment 


ii 
dij = hr? cos? —. 
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Prenons sur la sphère inscrite un nouveau point auquel. nous don- 
nerons l'indice 5, et désignons par p; la distance de ce point à la face 
d'indice z; on a, d’après une propriété bien connue de la sphère, 


Oh 2rpi- ° <# 


Ecrivons, en nous servant des formules précédentes, la relation 
homogène entre cinq points d’une sphère, nous aurons 


oO P: P: Ps Ps . 
a a a 
Pi 0 cos — cos?— cos? — 
2 
' Aan Arg Ars 
cos? — o cos? — COS? — 
(82) fi 2 2 2 =o, 
a a Ass 
Ps cos?— cos’ — 0 cos? — 
2 2 2 
(e4 a a 
ps cos*— cos?— cos? = o 
2 2 2 


C’est l’équation de la sphère inscrite. Pour avoir les équations des autres 
sphères exinscrites, on changera de toutes les manières possibles les 
signes d’un nombre quelconque des quantités p,, Po, Ps, Pa, et Von 


remplacera cos sin — toutes les fois que p; et p; ne conserve 
placera co ~ par “4 toutes les fois que p; et p; ne conserveront 


pas le méme es dans la nouvelle équation. 

On a ainsi les équations des huit spheres tangentes aux quatre faces 
d’un tétraédre. 

On peut d’ailleurs généraliser cette méthode et trouver par couples 
les équations des sphères tangentes à quatre autres. En effet, l’analogie 
indique suffisamment, et l’on peut démontrer de plusieurs manières, la 
proposition suivante : | 

Pour que cing sphères soient tangentes à une même sphere, il doit 
y avoir entre les longueurs des tangentes communes la relation 


( 83 ) la ty, O ty, ts, =o. 
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Dans cette relation on peut remplacer les tangentes communes par les 
sinus des moitiés des angles faits par les sphères correspondantes. 
Supposons d’ailleurs que la sphère (5) se réduise à un point, 
l'équation ; 
oS, (Sz 5: 8; 


(84) Sn fn 0 Es tx | =0, 


où S; désigne le carré de la tangente, menée d’un point à la sphère (à), 
représente deux sphères tangentes aux quatre sphères 1, 2, 3, 4. 
D'ailleurs ces sphères sont réciproques l’une de l’autre par rapport à 
la sphère radicale des quatre sphères données. 

Plus généralement, toute équation 


. 


F (Si, iS Sa S,)= 0, 


homogene par rapport aux quantités S;, représente une surface anal- 
lagmatique par rapport à la sphère radicale des quatre sphères §,. 

En changeant, dans la formule (84), les signes des rayons, on aura 
huit combinaisons donnant les huit groupes de spheres tangentes aux 
quatre sphères données. Nous rappelons que, lorsque les rayons de deux 
spheres sont pris avec le méme signe, on doit prendre la tangente com- 
mune extérieure; c’est au contraire la tangente intérieure que l’on doit 
introduire dans les formules quand les rayons ont des signes différents. 
Les relations entre les sphères sont multiples; nous en réservons|’ examen 
pour un autre travail. 


“ate 


Les formules données dans la seconde Partie donnent une solution 
simple, analytique du probleme suivant : 

Construire un cercle coupant sous des angles donnés trois cercles 
donnes. 

Ce problème a été proposé par Steiner, dans le tome I du Journal 
de Crelle, et cet éminent géomètre a annoncé qu’il en possédait la so- 
lution; mais il n’a publié, à ma connaissance du moins, que les solu- 
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tions de quelques cas particuliers. Nous allons voir que la méthode 
employée pour la construction du cercle tangent à trois autres s ap- 
plique au problème actuel. A cet effet, nous allons indiquer quelques 
propositions se rapportant au mode de representation des cercles déja 
indiqué. 

Étant donné un cercle C situé dans un plan P, nous avons vu que ce 
cercle peut être représenté par un groupe de deux points situés sur la 
perpendiculaire élevée au plan P au centre du cercle, et à une distance 
de ce plan égale au rayon multiplié par ÿ—: a 

L'un de ces points, par exemple, correspondra à une valeur positive 
du rayon, l’autre à la valeur du rayon prise avec un signe opposé. 
Nous appellerons ces deux points les foyers du cercle ('). Ainsi le 
point M sera le foyer du cercle situé dans le plan P, à l'intersection de 
ce plan et de la sphère de rayon nul, ayant son centre en M. Un cercle 
assujetti à se trouver dans un plan est déterminé évidemment par un 
seul de ses foyers. Si l’on avait à étudier un cercle dans l’espace, il 
faudrait donner les deux sphères de rayon nul sur lesquelles il se 
trouve, et qui le déterminent. Nous ne considérerons que les cercles 
situés dans un plan P, et par conséquent un seul foyer suffira à leur 
détermination. 

Cela posé, puisque les cercles sont représentés par un point de l’es- 
pace, la théorie des cercles dans le plan reviendra à celle des points 
dans l’espace. La distance de deux points sera, nous l’avons vu, la tan- 
gente commune des deux cercles qu’ils représentent prise d’une ma- 
nière déterminée, ete. 

De même que, dans l’espace, on considère des lignes droites, des 
plans, des cercles, des sphères, etc., on aura à examiner dans le plan 
ce qu'on peut appeler des suites rectilignes, circulaires, planes, sphe- 


(") Dans l’article déjà cité des dznali, M. Cayley propose l'expression de contre-foyer. 
Celle de foyer se justifierait peut-être par la remarque suivante : 

Étant donnés dans l’espace un cercle et ses deux foyers (sphères de rayon nul qui le 
contiennent), le cercle se projette sur un plan quelconque suivant une conique dont les Joyers 
sont la projection des foyers du cercle. 

Plus généralement, tout cône contenant le cercle a pour focales les itroites qui joignent son 


sonunet aux deux foyers du cercle ; toute surface quadrique contenant le cercle a ses focales 
passant par les foyers du cercle. 
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riques de cercles. La suite rectiligne, par exemple, se composera de 
cercles ayant leurs foyers en ligne droite: la suite plane, des cercles 
ayant leurs foyers dans un plan, etc. Nous allons voir que ces suites se 
rencontrent dans toutes les questions les plus simples relatives aux 
cercles, et leur considération nous conduira à des solutions, fondées 
sur des principes uniformes, des problèmes les plus importants relatifs 
aux systèmes de cercles. 

La suite rectiligne de cercles est formée, nous l’avons vu, des cercles 
ayant leurs foyers en ligne droite. Ces cercles ont leurs centres K, K’ 
_en ligne droite ( fig. 2) et leurs rayons proportionnels à la distance du 


Fig. 2. 


centre à un point fixe O pris sur la ligne des centres. Deux quel- 
conques des cercles de la suite auront donc le point O pour centre de 
similitude. Il y a deux cercles d’une suite rectiligne passant par un 
point du plan ou tangents à une droite. Il y a deux espèces de suites 
rectilignes : celles pour lesquelles le centre de similitude est intérieur 
a tous les cercles, et celles pour lesquelles le centre de similitude est 
extérieur. Dans cette seconde espèce de suites rectilignes, tous les 
cercles sont tangents à deux droites réelles dans le même angle ou 
dans des angles opposés. 

Deux cercles tracés dans le plan donnent lieu à deux suites recti- 
lignes. 

Les suites planes sont formées de tous les cercles dont un des foyers 
se trouve dans un plan Q (fig. 3). Deux quelconques des cercles de la 
suite ont un centre de similitude O sur une droite A fixe, intersection 
du plan Q et du plan P qui contient tous les cercles. Cette droite fixe A, 
qu’on peut appeler axe de similitude de la suite plane, est axe de simi- 
litude de trois cercles quelconques de la suite. Les rayons des cercles 
sont proportionnels aux distances de leurs centres à cet axe A. Ils 
coupent cet axe sous un angle constant réel ou imaginaire. 
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Trois cercles donnent lieu à quatre suites planes dont les axes sont 
les quatre axes de similitude des quatre cercles donnés. 


Fig. 3. 


Les suites sphériques de cercles sont formées de tous les cercles ayant 
un de leurs foyers sur une sphère. Ces suites sphériques peuvent être 
définies par plusieurs propriétés dont l’examen rapide est nécessaire et 
donnera des résultats intéressants. 

Soit C le centre d’une sphère; ce centre représente un cercle (C), et 
il est clair que tous les points M de la sphère seront les foyers de cer- 
cles (M) variables dans le plan, et tels que la tangente commune à ces 
cercles (M) et au cercle fixe (C) conserve une longueur invariable. 

Un cas particulier très-important est le suivant : Imaginons une 
sphère ayant son centre C (fig. 4) dans le plan P, et coupant ce plan 


Fig. 4. 


P 


suivant un cercle R réel ou imaginaire. Tout point M de cette sphere 
sera le foyer d’un cercle tel, que la tangente menée de Ca ce cercle soit 
égale au rayon du cercle R. Done 
Tous les cercles coupant à angle droit un cercle R tracé dans leur plan P 
ont leurs foyers sur une sphère admettant le cercle R pour grand cercle. 
Voilà donc un premier et remarquable exemple de suite sphérique. 
On peut le généraliser, et démontrer que : 
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Tous les cercles coupant sous un angle donné un cercle R tracé dans leur 
plan P ont leur foyer sur une sphère contenant le cercle R. 

En effet, soit tracé dans le plan P le cercle R fixe, de centre A, et 
considérons un cercle quelconque de centre O coupant le cercle fixe 
sous l’angle donné 


LABS 
HMT = «. 


La droite MH, qui est la tangente en M au cercle O (fig. 5), coupe évi- 
demment le cerele R sous l’angle «, et par conséquent elle enveloppera 


Fig. 5. 


dans toutes ses positions un cercle R’ concentrique au cercle R, et 
déterminé par cette propriété que ses tangentes coupent le cercle R 
sous l’angle donné «. On peut donc remplacer pour le cercle O variable la 
condition de couper le cercle R sous langle « par celle d’avoir avec le 
cercle R' une tangente commune MH de longueur connue. 

D’après cela, soit C le foyer du cercle R’, un foyer du cercle O devra 
se trouver à une distance constante du point C, et, par conséquent, les 
cercles O, coupant un cercle R sous un angle donné, auront leurs foyers 
sur une sphère qui contiendra évidemment le cercle C, et dont le centre 
sera le foyer du cercle R’. Cette sphère est donc complétement déter- 
minée. — 

Nous pourrions évidemment ajouter beaucoup de propriétés et 
transporter aux suites sphériques toutes les propriétés de la sphère. 
Par exemple, tous les cercles ayant avec deux cercles fixes des tan- 
gentes communes dont le rapport est donné forment une suite, plane si 
ce rapport est l'unité, sphérique si le rapport est quelconque, etc. 
Nous nous contentons d’énoncer les propriétés dont nous ferons usage. 

Remarquons seulement, et pour préciser les résultats précédents, 
que toute suite sphérique est formée de cercles coupant sous un angle 
constant un cercle fixe R (intersection de la sphère des foyers et du 
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plan P) et ayant avec un autre cercle fixe R’ concentrique à R une tan- 
gente de longueur donnée. 

_Les suites circulaires sont formées des cercles ayant un de leurs foyers 
sur un cercle U de l’espace. Ces suites, extrêmement importantes, don- 
nent lieu à des propriétés nombreuses. 

Par le cerele U on peut faire passer une suite de sphères S, S’, S’,.... 
Ces sphères coupent le plan P suivant une suite de cercles C, C’, C’,... 
ayant deux points communs. Tous ces cercles sont évidemment coupés 
par les cercles de la suite U sous un angle fixe pour chacun d'eux. 
Ainsi tous les cercles de la suite U couperont C sous l’angle «, C’ sous 
langlese, ” 

Comme, parmi les sphères S, S’, 8S’ contenant le cercle U il y en a 
deux qui se réduisent à des points, ces points F, F’ seront à des dis- 
tances nulles de tous les points du cercle U, et par conséquent ils re- 
présenteront deux cercles tangents à tous ceux de la suite U. Enfin une 
des spheres S, S’, S’,... a son centre dans le plan P, et elle coupe ce 
plan suivant un cercle R que rencontrent à angle droit tous ceux de la 
suite U. On a done la proposition suivante : 

Tous les cercles appartenant à une suite circulaire U coupent sous des 
angles constants des cercles C, C’, C’,... ayant même axe radical. Parmi 
tous les cercles C, C’, G",..., ul y en a deux, réels ou imaginaires, qui sont 
tangents à tous les cercles de la série U, un qui leur est orthogonal. 

Avant de donner de nouvelles propriétés de la suite circulaire, fai- 
sons l'application des résultats précédents à la recherche des cercles 
coupant deux cercles donnés C, C’ sous des angles donnés. 

Adjoignons aux cercles C et C les cercles concentriques D, D’ enve- 
loppes des droites coupant C et C’ respectivement sous les angles don- 
nés pour chaque cercle. 

Les cercles coupant le cercle C sous l’angle donné auront leurs foyers 
sur deux sphères passant par C et ayant pour centre un des deux 
foyers d, d, du cercle D. De même, les cercles coupant C’ sous langle 
indiqué auront leurs foyers sur deux sphères contenant C’ et ayant pour 
centres un des foyers d’, d; du cercle D’. Les deux sphères passant 
par C couperont les deux sphères contenant C’ suivant quatre cercles, 
deux à deux symétriques par rapport au plan P, et qui détermineront 
par conséquent deux séries circulaires de cercles. 
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Soit U l’une de ces séries; les cercles de cette série couperont sous 
un angle constant tout cercle passant par l’intersection de C et de C; 
mais il importe de donner une construction géométrique simple four- 
nissant cet angle. Les remarques suivantes conduisent au résultat. 

Le centre de toute sphère passant par le cercle U est le foyer d’un 
cercle avec lequel tous les cercles de la suite ont une tangente com- 
mune de longueur donnée. Il y a donc toute une série de cereles (série 
rectiligne), telle que tous les cercles de la suite U ont avec chacun d’eux 
une tangente commune de longueur donnée. Ces cercles, étant repré- 
_ sentés par des points en ligne droite, centres de toutes les sphères con- 
tenant le cercle U, forment ce que nous avons appelé une suite rectiligne. 
Nous obtenons done le résultat élégant qui suit : 

Étant donnés deux cercles C, C’ (fig. 6) qui doivent étre coupés par 
des cercles variables sous les angles «, x’, on construira les cercles D en- 
veloppe des droites coupant C sous l’angle « et D', enveloppe des droites 
coupant C' sous l’angle «'. Cela posé, 


Tous les cercles variables couperont sous un angle constant &" tout 
cercle C/ passant par l'intersection des cercles C et C’, et les droites coupant 
le cercle C” sous langle correspondant a” envelopperont un cercle D" con- 
centrique à C”, et ayant avec D, D'un même centre de similitude. 

On a donc deux séries de cercles suivant qu'on prend l’un ou l’autre 
des deux centres de similitude de D et de D. 

Celui des cercles C’, C” qui a pour centre le point O est coupé à 
angle droit. Les deux cercles tangents s’obtiendront en menant par 
Vintersection de C et de C’ les cercles admettant avec D et D’ le même 
centre de similitude. Ce problème, quand les cercles tangents cherchés 
sont réels, ne présente aucune difficulté. Il se ramène, en effet, à la 
construction d’un cercle passant par deux points et tangent à deux 
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droites, construction qu’on sait effectuer, alors même que les deux 
points ou les deux droites sont imaginaires conjugués. 

Ainsi l’on saura déterminer par les constructions précédentes l'angle 
sous lequel est coupé chaque cercle C”,.…. par les cercles variables, ceux 
de ces cercles C’ qui sont coupés à angle droit, ou tangents à tous ces 
cercles variables. 

Revenons aux suites circulaires. Ces suites circulaires pourront être 
définies avec avantage de la manière suivante : Le plan .du cercle U 
détermine une suite plane comprenant tous les cercles de la série U; 
en second lieu, on peut faire passer par le cercle U une sphère ayant 
son centre dans le plan P. Cette sphère contient les foyers de tous les 
cercles coupant à angle droit un cercle donné, intersection de la 
sphère par le plan P. Donc : 

Toute suite circulaire peut étre définie comme formée de deux cercles 
d'une suite plane qui coupent à angle droit un cercle donné R. Nous 
emploierons utilement ce mode de détermination. 

Il y aurait aussi à étudier avec avantage les suites de cercles dont les 
foyers décrivent des sections coniques, des courbes gauches du qua- 
trième ordre, etc. Cela nous éloignerait de l’objet du présent travail. 


XVI. 


Les principes précédents nous permettent de donner une solution et 
la construction géométrique du problème de Steiner. 

Construire un cercle coupant sous trois angles donnés «, &', «” trois 
cercles donnés C, C’, C”. 
~ Nous savons d’abord que, si l’on construit les trois cercles D, D’, D’, 
D enveloppe des droites coupant le cercle C sous l'angle «; D’, D” dé- 
finis de la même manière au moyen de C’, C’, le problème de Steiner 
sera équivalent au suivant : 

Construire un cercle ayant avec les trois cercles D, D’, D” des tangentes 
communes de longueur donnée (et égales pour chaque cercle D à la moitié 
de la corde que la tangente à ce cercle intercepte dans le cercle C qui lui est 
concentrique ) . 

D'après cela, on peut imaginer la construction suivante du problème : 

Soient d, d', d” trois foyers des cereles D, D’, D’; de ces trois points 
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comme centres on décrira trois sphères contenant respectivement les 
cercles C, C’, C’. Ces trois sphères se couperont en deux points qui 
seront les foyers de deux des cercles cherchés. En choisissant de toutes 
les manières possibles les foyers des cercles D, D’, D’, on aura huit 
solutions déterminées par couples. 

Mais la construction précédente ne peut être qu’imaginée; on ne 
pourrait même pas l’effectuer par la Géométrie descriptive, puisqu’elle 
repose sur l’emploi des imaginaires. Elle n’offre done qu’un avantage, 
celui de guider et d’apprendre que le problème est possible avec la règle 
et le compas. Il reste maintenant à indiquer des constructions s’effec- 
tuant dans le plan, et ne devenant impossibles que si les cercles cherchés 
deviennent imaginaires. Voici comment on peut obtenir ce résultat : 

Nous admettrons, pour ne pas interrompre le raisonnement, qu’on 
sache construire, quand ils existent, les deux cercles qui coupent à 
angle droit un cercle donné (dont le centre est réel, mais dont le 
rayon peut être soit réel, soit la racine carrée d’un nombre négatif), et 
qui ont avec un autre cercle un centre de similitude donné. 

Cela posé, on procédera de la manière suivante : 

Le plan dd’d’ coupe le plan P des trois cercles suivant une droite A 
qu’on construira. C’est l’axe de similitude des trois cercles D, D’, D’. 

Soit R le cercle radical de centre O des trois cercles donnés C, C’, C’. 
La droite A coupe le cercle radical R en deux points appartenant aux 
deux cercles inconnus. . 

Par suite, le probleme pourrait, dès à présent, être ramené au suivant: 

Construire un cercle passant par deux points donnés, réels ou imagi- 
naires conjugués, et coupant sous un angle donné un cercle donné, soit C 
sous l’angle a, soit C’ sous l’angle a’, soit C” sous l'angle a’. 

Mais on peut achever la solution de la manière suivante : 

Tous les cercles tangents aux deux cereles inconnus font partie 
d’une suite circulaire. Reportons-nous à la construction imaginaire don- 
née au début. Les foyers des deux cercles cherchés, étant à l’intersec- 
tion de trois sphères de centres d, d', d”, seront placés symétrique- 
ment par rapport au plan des centres. Soient F, F’ ces deux foyers. La 
droite FF’, étant l’axe radical des trois sphères, viendra couper le plan P 
des cercles C, D au point O, centre radical des cercles C, et toutes les- 
sphères de rayon nul passant par F, F’ seront à l'intersection du plan 
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dd'd" et de la sphère décrite du point O comme centre, et contenant le 
cercle radical R déjà défini. Ainsi les foyers de tous les cercles tangents 
aux deux cercles inconnus sont à la fois sur la sphère contenant le 
cercle R comme grand cercle, et dans le plan des foyers d, d’, d” des 
trois cercles D, D’, D’. D’après cela, nous pouvons énoncer la curieuse 
proposition suivante : 

Si d'un point quelconque M (fig. 7) du plan comme centre, on décrit 
un cercle H orthogonal à R et un cercle K ayant avec D, par exemple, son 


Fig. 7. 


centre de similitude p. sur l'axe A, les deux cercles inconnus et cherchés 
couperont le cercle H sous le méme angle que les tangentes du cercle K (*). 

C’est la généralisation de la proposition donnée pour les cercles 
coupant deux cercles donnés sous des angles donnés. On voit qu'une 
construction des plus simples donnera l’angle sous lequel est coupé 
par les deux cercles inconnus tout cercle orthogonal au cercle R. | 

Il est clair qu’il est possible de déduire de cette construction géné- 
rale une infinité de manières de résoudre la question proposée. Par 
exemple, si l’on examine la suite des cercles orthogonaux à R, ayant 
leurs centres sur une droite donnée, ces cercles passeront par deux 
points fixes, et il y en aura deux qui seront tangents aux deux cercles 


(') On voit pourquoi les deux points d’intersection du cercle R et de la droite A appar- 
tiennent aux cercles cherchés. Ce sont des cercles de rayon nul tangents à ces deux cercles. 


—— 


ee 
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inconnus. On les déterminera par la méthode de l’article précédent; 
mais, pour être assuré que ces cercles tangents aux cercles inconnus 
sont réels quand les cercles inconnus le sont, il faudra choisir des lignes 
particulières, telle que la droite OO’ perpendiculaire abaissée de O sur A. 

Voici, par exemple, comment on pourra procéder : 

Il peut arriver deux cas: ou bien les cercles D, D’, D’ couperont 
leur axe A (et tous les trois sous le même angle), ou bien aucun d’eux 
ne le coupera. 


Dans le premier cas, supposons, par exemple, que le cercle D coupe 


laxeAenE, E’ (fig. 8). On mènera par le centre radical O deux droites 


parallèles aux tangentes en E, K’; les deux cercles cherchés seront tangents 
à ces deux droites ('), et comme ils doivent passer par l'intersection du 
cercle R et de l'axe A, le probleme sera ramené à une construction con- 
nue et toujours possible quand le problème aura des solutions réelles, 


Fig. 8. Fig: 9. 
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Dans le deuxième cas, où les cercles D ne coupent pas leur axe de 
similitude A (fig. 9), on fera glisser un de ces cercles D parallèlement 
à A, jusqu’à ce que son centre vienne sur la droite 00’; on lui mènera 
deux tangentes réelles du point O’, et l’on construira les deux cercles 
tangents à ces deux droites et coupant le cercle R à angle droit. Ces deux 
cercles coupent la droite OO’ sur laquelle ils ont leurs centres en quatre 
points qui sont les extrémités des diamètres des deux cercles cherchés. 


(*) En effet, les cercles tangents aux deux cercles inconnus sont orthogonaux au cercle R 
et coupent l'axe A sous le même angle que les cercles D, D’, D”. Les deux droites considérées 
satisfont à cette double condition. 
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Ces deux cercles sont donc plus que déterminés, puisqu'on en connaît 
déjà les deux points à l’intersection de A et de R. 

Tl est bon de faire remarquer qu'aucune de ces constructions ne 
suppose le cercle radical réel. 

Enfin, comme les méthodes précédentes peuvent conduire à un grand 
nombre de constructions, on pourra en préférer une qui conduira à un 
cercle K tangent aux deux cercles inconnus. Alors, pour avoir les 
points de contact, il suffit de prendre le pôle de l’axe A par rapport au 
cercle K, et de joindre ce pôle au centre radical O : la droite de jonction 
coupera le cercle K à ses deux points de contact avec les deux cercles 
inconnus. 

On pourrait appliquer cette construction si l’un des trois cercles 
donnés D devait être tangent aux cercles cherchés, ou si l’on trouvait 
préférable de chercher, dans une des séries de cercles orthogonaux à R 
et ayant leurs centres en ligne droite, les deux qui doivent être tan- 
gents aux deux cercles inconnus. Ce mode de construction pourrait être 
avantageux si le cercle radical R coupait l’axe A en deux points réels. 
Alors, dans la suite des cercles ayant leur centre sur une ligne droite 
contenant l’un de ces points @ et orthogonaux à R, un seul serait tan- 
gent aux cercles inconnus (l’autre étant représenté par le point a) et 
serait par conséquent réel. Il y aurait lieu alors d'appliquer pour les 
points de contact la construction que nous avons indiquée; mais les 
solutions indiquées tout d’abord nous paraissent satisfaisantes au point 
de vue de la théorie, en ce sens qu’elles sont simples et demeurent ap- 
plicables tant que le problème est possible. 

La méthode précédente s’étend aux sphères. On a en effet les propo- 
sitions suivantes, dont nous laissons la démonstration à chercher au 
lecteur. 

Toutes les sphères coupant deux sphères S, S' sous des angles con- 
stanis a, a coupent également sous un angle constant « chacune des 
sphères S’ passant par l'intersection de S et de S'. 

Qu'on associe à S, 8', 8’ des sphères concentriques T, T’, T’ déterminées 
par la condition que leurs plans tangents coupentS, S', S’ respectivement 
sous les angles a, a’, a", les sphères T, T', T” auront méme centre de simi- 
litude. 


Toutes les sphères coupant trois sphères S, S', S’ sous des angles con- 
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stants a, a’, a” coupent aussi sous un angle constant «" toute sphère S" pas- 
sant par les deux points d’intersection des trois premières. Qu’on associe, 
par la méme règle que précédemment, aux sphères S des sphères T con- 
centriques, ces sphères T auront un méme axe de similitude ; leurs centres 
de similitude seront sur cet axe. 

Les deux sphères d'un méme couple coupant quatre spheres S, S', S’, S” 
sous des angles donnés «, a’, «", «” coupent sous l'angle a; toute sphere 8; 
ayant même centre radical que les quatre premières ; et si l’on associe, 
comme précédemment, des sphères concentriques T aux spheres S, les 
sphères T prises deux à deux ont leur centre de similitude dans un plan 
fixe A. 

Les deux sphères du couple passent par le cercle commun au plan A et à 
la sphere radicale des quatre sphéres données. Leurs centres sont donc sur 
la perpendiculaire abaissée du centre radical sur A. On est donc ramené, 
en coupant par un plan contenant cette perpendiculaire, à des problèmes 
de Géométrie plane déjà résolus. 


XVII. 


Proposons-nous d’appliquer les méthodes précédentes au probleme 
suivant, quia été aussi proposé par Steiner, et qui est beaucoup plus 
facile que le précédent : 

Construire un cercle coupant sous des angles égaux quatre cercles donnés. 

Cherchons d’abord la suite des cercles coupant sous des angles égaux 
trois cercles donnés D, D’, D”. Soient d, d’, d” trois foyers de ces cer- 
cles. Si par les trois points d, d’, d” on fait passer une sphère quel- 
conque, cette sphere coupera le plan des trois cercles suivant un 
cercle C. Les trois cercles D, D’, D”, ayant leurs foyers sur une sphère 
contenant le cercle C, couperont celui-ci sous un même angle. Il suit 
de 1& que l’on aura une des séries de cercles coupant sous des angles 
égaux les trois cercles donnés en faisant passer par les foyers d, d', d” 
une suite de sphères coupant le plan P suivant des cercles ayant même 
axe radical. On conclut de là facilement la proposition suivante : 

Tous les cercles coupant sous des angles égaux trois cercles donnés se 
divisent en quatre séries, et les cercles de chaque série ont pour axe radical 
un des quatre axes de sinulitude. Au nombre des cercles de chaque série 
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figurent le cercle radical et deux des cercles tangents aux trois cercles 
donnes. | , 

Ce théorème résout évidemment la question proposée plus haut. 

Les propositions s'étendent aux sphères. | 

Ainsi toutes les sphères d’une série coupant sous des angles égaux trois 
sphères données ont un même axe radical, l'axe de similitude des trois 
sphères ; il y a autant de séries que d’axes de similitude ; chaque série 
comprend des sphères tangentes, les sphères orthogonales, etc. 

Toutes les sphères coupant sous des angles égaux quatre sphères données 
se divisent en huit séries. Les sphères de chaque série ont pour plan radical 
un des huit plans de similitude. Elles comprennent la sphère orthogonale, 
deux sphères tangentes, etc. (*) 

On peut ajouter à ces propositions : 

Toutes les sphères coupant deux sphères données sous un même angle 
sont orthogonales à une méme sphere qui a pour centre le centre de simi- 
litude des deux premières et qui passe par leur intersection. 


XVII. 


Un probleme analogue au précédent est le suivant : 

Construire un cercle admettant avec quatre cercles donnés des tangentes 
communes égales. 

D’après notre méthode de représentation, cela revient à trouver dans 
l’espace un point à égale distance de quatre points donnés. La solution 
est fournie par les principes suivants : 

Tous les cercles admettant avec deux cercles donnés des tangentes 
communes égales forment deux suites planes contenant chacune une 
série de cercles tangents, et ayant pour axe de similitude l'axe radical 
des deux cercles donnes. 

Tous les cercles admettant avec trois cercles donnés des tangentes 
communes égales forment quatre suites rectilignes ayant chacune pour 
centre de similitude le centre radical, et comprenant deux cercles tan- 
gents ; la ligne des centres de la suite est normale à un axe de similitude. 


(') Voir dans les Matematische Annalen, 1. WI, un article de M. Affolter, professeur à 
Solothurn. 
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Les cercles admettant avec quatre cercles des tangentes communes 
égales sont au nombre de huit. Leurs centres sont à l'intersection des per- 
pendiculaires abaissées des centres radicaux des quatre cercles pris trois 
à trois sur les axes de similitude correspondants des quatre cercles pris trois 
à trois. 

Ces théorèmes s'étendent sans modification aux sphères. 


XIX. 


Les constructions précédentes ont été données comme application de 
la représentation des cercles par des points de l’espace, employée pour 
la première fois par M. Chasles. Nous nous proposerons maintenant de 
traiter les mêmes problèmes, en employant les formules démontrées 
dans la deuxième Partie. 

Soient deux groupes de cinq sphères dans l’espace, et désignons 
par a; le cosinus de l’angle de la sphère z du premier groupe avec la 
sphère 7 du second. Alors, désignant par £;, comme nous l’avons fait 
jusqu'ici, la puissance commune des deux mêmes sphères, on aura 


(85) k= — 2R;R; CAR 


et la relation (78), appliquée aux deux groupes de einq sphères, pourra 
s’écrire 
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si les deux groupes de cinq sphères se confondent, cette équation se 


rm ", à TE, 7. TOUTES à a of pu RÉ 
DS. AD PA 
a . Te th, FR RS rt 
WA nhs 
ve ES ‘ 


384 SUR LES RELATIONS ENTRE LES GROUPES 


simplifie un peu, et elle devient une relation entre les rayons et les 
angles de cing sphères quelconques. Elle peut s’écrire 


oO — — — — — 
R, R, R; R, R; 
; I a a a a 
> 12 13 14 15 
R, 
: I a a a 
a A 23 24 25 
R; " 
(87) — 0: 
I 
R, ast O32 I Cas ss 
: a a (24 a 
Se 41 42 43 45 
R, u 
: 4 (24 (4 (o4 I 
nh 51 2 53 54 
R; 
et ici l’on a 
Ajj — Aji 


Par exemple, si les cing sphères sont orthogonales, toutes les quan- 
tités «;; deviennent nulles, et l’équation (87) prend la forme simple 


(88) D (iz) = 0. 


Nous avons fait usage (équation 15) de cette relation. 

De même si, dans la formule (78), relative à deux groupes de cing 
sphères, on suppose que chaque sphère d’un groupe soit orthogonale 
à toutes celles de l’autre groupe qui ne lui correspondent pas (voir XI), 
on aura 


(89) Sz = 0. 


Ce résultat confirme une formule déjà indiquée (p. 363). 

Puisque la formule (87) donne une relation entre les angles et les 
rayons de cinq sphères, elle déterminera le rayon de la sphère coupant 
quatre sphères 1, 2, 3, 4 sous des angles connus. On a done ainsi une 
solution analytique du probleme de Steiner relatif aux spheres. En 
changeant les lignes des cosinus, on aura huit équations du second de- 
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gré donnant les seize rayons. On a donc une première solution analy- 
tique, puisque, le rayon de la sphère une fois connu, on saura déter- 
miner la position de la sphère par rapport aux quatre sphères données. 
Mais nous allons donner aussi l’équation des deux sphères faisant partie 


d’un même couple, et coupant sous des angles donnés les quatre sphères 
données. 


A cet effet, rappelons l’équation 
|ky|=0, à, p=1, 3; 3,4; 5, 6, 
entre les puissances communes de six sphères. Supposons que les quatre 


premières soient les sphères données, que la cinquième soit l’une des 


sphères cherchées, et que la sixième se réduise à un point situé sur la 
sphère cherchée 5. Alors 


F0, Hoi Ss hss = — 2Rs Ri i, 


formules où S; désigne la puissance d’un point par rapport à la sphère; 
R;, Rj, a; ont les mêmes significations que précédemment. Cela posé, 
l'équation rappelée plus haut prend la forme 


S, 
I X12 X13 X14 is ne 

S, 
Aa I T3 O24 Aas R, 
2 

S; 

a Ayo I X34 O35 D 

31 3 R; Z 
o = 

(90) S. 
Hat y X43 I CAR R, 

Ost 52 X53 54 I 0 

S 
So ae are 


Cette équation homogène représente deux des sphères répondant à la 
question. On aura les sept autres couples en changeant successivement 
les signes des cosinus. 

Nous avons déjà indiqué que toute ents homogène 


ACT S., S:; S,) =o 


i È dicale 
représente une surface anallagmatique par rapport à la sphère ra 
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des quatre sphères S;. L’équation précédente représente donc deux 
sphères réciproques par rapport à cette sphère radicale; et, en effet, les 
quatre sphères proposées forment une figure anallagmatique par rapport 
à leur sphère radicale. A toute sphère les coupant sous les angles indi- 
qués correspondra la sphère réciproque par rapport au centre radical, 
sphère qui satisfera aux mêmes conditions. | 

Nous avons vu que le problème de Steiner (‘) équivaut au suivant : 

Construire une sphère admettant avec quatre sphères données des tan- 
gentes communes de longueurs données. ; 

Ce dernier probleme pourrait être traité directement de la manière 
sulvante : 

La relation entre les tangentes communes de six sphères est la même 
que celle qui existe entre les distances mutuelles de six points dans un 
espace à quatre dimensions. Cette relation est donc 


(91) I fx, COMTE ob lag da 0e 


Car Cio RO ECC DCE es CN ET CE CCI a AE 


En supposant que la sphère 6 se réduise à un point sur la sphère 5, 


on aura 
On ar I I I I I 


: 160. la te ee oi 
LM OC LE TT TETE CO 
(92) tél 0 ty. lp un Jona, 
1 ti te t 0 t& 5; 
Tee teow hea les tig gO, 0 
IS SENS way at 
Cette nouvelle équation n’est pas homogène et ne peut pas l’être, car 
il est clair que la condition d’avoir avec une sphere fixe une tangente 
commune de longueur donnée ne se conserve pas quand on transforme 
par rayons vecteurs réciproques. La figure formée des deux sphères 


(") M. Griffiths a aussi traité le problème de Steiner par une voie analytique dans un article 
inséré aux Proceedings de la Société Mathématique de Londres. , 
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représentées par l'équation précédente ne peut done être anallagma- 


tique par rapport à la sphère radicale des quatre sphères données S,, 
D 0 
29 39 4° 


XX. 


Examinons de la même manière le problème suivant : 

Déterminer un cercle coupant sous des angles égaux quatre cercle 
donnés. 

Pour résoudre cette question, nous chercherons la condition pour 
que cing cercles puissent couper sous un même angle un cercle in- 
connu. Cette condition n’est évidemment pas satisfaite, en général, par 
tout groupe de cinq cercles; il y a bien un cercle qui coupe quatre 
cercles sous des angles égaux, mais ce cercle n’est pas nécessairement 
coupé par un cinquième cercle sous le même angle que par les quatre 
premiers. 

En effet, si cinq cercles coupent sous un même angle un cercle C, 
leurs foyers devront être sur une même sphère (XV). Nous avons donc 
à exprimer analytiquement que les cinq foyers sont sur une même 
sphère. Pour cela, associons aux cinq cercles un groupe quelconque 
de cing autres cercles représentés par cing points quelconques, et ap- 
pelons z;; le carré de la tangente commune au cercle : du premier groupe 
et à celui 7 du second. Alors les distances des deux groupes de cinq 
foyers dans l’espace auront pour carrés ¢,. Donc la condition 


| = 0 Het, 3, 4, 5 


exprimera que les cinq points de l’un des groupes sont sur une sphère, 
et si les cercles du second groupe ont été choisis de manière que leurs 
cinq foyers ne soient pas sur une sphère, on voit que l'équation pré- 
cédente exprimera la condition nécessaire et suffisante pour que les 
cinq cercles donnés aient leurs foyers sur une même sphère, c’est- 
à-dire coupent sous un même angle un cercle inconnu. Cette condition 
s’exprime en fonction des vingt-cinq tangentes communes aux cinq 
cercles du premier groupe et aux cinq cercles arbitrairement choisis 
du second. 

Cela posé, si l’on suppose que le cercle 5 du premier groupe se 
réduise à un point, ce point devra se trouver sur le cercle coupant les 

49. 
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quatre autres sous des angles égaux, et par conséquent, en désignant 
par S;la puissance de ce point par rapport au cercle z du premier 
groupe, l'équation 

| DES HE Qi 


(93) ts, Las O53 ss ss | =O. 


Ss: S: S; S, S, 


représente le cercle coupant sous des angles égaux les cercles donnés. 

Cette méthode s’étend aux spheres. 

Si, au lieu de faire usage de la relation entre les distances mutuelles 
de deux groupes de cing points quand les points de l’un des groupes 
sont sur une sphère, on ett employé la relation entre les distances 
mutuelles d’un seul groupe de points, on eût obtenu l’équation 


(94) Car Ca oO las S, =; 


Si oS: 5 58,60 


qui a l’inconvénient de donner l’équation cherchée élevée au carré. 

Enfin, si l’on demande l’angle sous lequel quatre cercles sont coupés 
par le cercle qui les rencontre sous des angles égaux, il faudra faire 
usage de la relation entre les cosinus a, des angles de cinq cercles 
déjà donnée 

| aj | —o. 

En supposant que le cercle 5 coupe les quatre premiers sous un même 
angle de cosinus w, on a ainsi 
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formule élégante d’où l'on déduirait celles qui ont été données pour 
les deux cas particuliers dans lesquels les quatre cercles sont tangents 
ou orthogonaux à un même cercle. 


XXI. 


Nous traiterons par des principes semblables le problème : 

Déterminer une sphère, sachant qu’elle a avec cinq sphères données une 
tangente commune de même longueur. 

En effet, parmi les relations entre les tangentes communes de sept 
sphères, il y ena une qui est homogène 


(96) HER Ce ee aCe ee Te 


Supposons que les cing premieres spheres soient les sphères don- 
nées, que la sixième soit la sphere cherchée, et que la septième se 
réduise à un point sur la sixième, on aura 


les = 0, (i= hare k, 


et l’équation précédente deviendra, en divisant par 4 la sixième ligne 
et la sixième colonne, 


(93) dar tio Lys 18) lis I S, == Ol, 


SR See iS, Sp peo To 


Cette forme d’équation semble donner un lieu du quatrième ordre; 
mais, au moyen de la sixième ligne et de la sixième colonne, on pourra 
faire disparaitre les termes du second degré dans la septieme ligne et 
dans la septieme colonne. 

D’ailleurs la forme méme de tous ces déterminants indique que les 
problèmes résolus se rattachent d’une manière étroite à la considéra- 
tion des formes homogènes du second degré introduites au début de ce 


travail. 
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Si, au lieu de composer dans l’équation (97) la sixième ligne et la 
sixième colonne avec l’unité, on introduisait des nombres 


e 


Mis Moses Ms 


cette équation représenterait les deux sphères dont les tangentes com- 
munes avec les cinq sphères données ont les rapports indiqués par ces 
nombres. Ce dernier problème peut d’ailleurs se résoudre avec la règle 
et le compas, comme le montrent les remarques développées (XV). 


XXII. 


En terminant, nous démontrerons une équation très-importante 
entre les puissances d’un point par rapport à cinq sphères quelconques. 
Cette équation se distingue de toutes celles qu’on pourrait établir par 
cette propriété qu’elle est homogène et du second degré. 

On a vu (XII) qu’on a entre les puissances communes de six sphères 
la relation | 4; | — 0; si l’une d'elles se réduit à un point, on trouvera 


Hu Ki Ki hig HS: 
kin J k 23 kr ky Sa 
, ne Pees ad oe S; 
8 # |. 
3 Kirk, tac kces, x 
Kes K2 kes Hs fe Ss 


Ss, 8. S, S, S; 18) 


C'est la relation cherchée. Si les cing sphères sont deux à deux ortho- 
gonales, 
: kyo, kin — 2R?, 


et nous obtenons, en développant, la formule remarquable 


S;\?_ 
(99) DCR) =o. 
Cette identité contient toute la théorie des sphères orthogonales. 


La relation générale donne, en y remplaçant les puissances com- 
munes par les cosinus &;; des angles, l'équation 


(100) Fan o, A 5 Oe Wake D. 


DS PPS 
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analogue à une équation déjà employée. Cette équation convient aussi 
d’ailleurs aux angles de deux groupes distincts de cing sphères. 

Considérons de même deux groupes de cinq sphères 

s SCT 

et adjoignons à chaque groupe un même point. On a ainsi deux groupes 
de six sphères ayant en commun un point-sphère, et par suite on ob- 
tient l’équation 

fosse Kits, 

iy Man yy ha it |S, 

desi) Veg leg Ha oles Ss 
(101) == 0 

Kai Mean Kis Bess eas Ss 

West Hus Veg” REE KES: 

Sad, Eee. 
entre les puissances d’un même point par rapport à deux groupes de 
cing spheres. 

Si ces deux groupes sont ceux considérés au § XI, tels que toute 
sphere de l’un des groupes soit orthogonale aux quatre sphères qui ne 
lui correspondent pas dans l’autre groupe, on aura 

RO 62 f, 


et l’équation précédente deviendra 


(102) v= —0, 


Cette formule est la généralisation de l'équation (99). 
Enfin, si l’on suppose qu'aux deux groupes de cinq sphères 
Si S 
on adjoigne deux points différents, un dans chaque groupe, on obtient 
l'équation 
Bye eo. Ris Ig Iss. Si 
Ken Hear Wrs Was eas Sa 
OO Ed, D 
ne he ru ah 8.) 
sy ECS a eee lig Ss 
SSI Se Nr af 
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qui donnera le carré d? de la distance des deux points en fonction à 
leurs puissances relatives pour chacun des points aux cinq sphères de 
l’autre groupe. 

Par exemple, si l’on considère le système pour lequel 


ki — O0, 


on aura 


LA 


(104) a? =) =e ; : 


L’étude des systemes de coordonnées dans lesquels un point est dé- 
terminé par les rapports de ses puissances relatives à cing sphères 
quelconques se présente comme conséquence des formules précédentes. 
Je réserve pour un autre travail cette étude, dont j’ai publié déjà plu- 


sieurs résultats. 


15 mars 1872. 


RÉFLEXIONS 


SUR 


LA PUISSANCE MOTRICE DU FEU 


ET SUR 


LES MACHINES PROPRES A DÉVELOPPER CETTE PUISSANCE ('). 


Par S. CARNOT, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 


(Paris, Bachelier, 1824.) 


Personne n’ignore que la chaleur peut être la cause du mouvement, 
qu’elle possède même une grande puissance motrice : les machines 
à vapeur, aujourd'hui si répandues, en sont une preuve parlant à 
tous les yeux. 

C’est à la chaleur que doivent être attribués les grands mouvements 
qui frappent nos regards sur la terre; c’est à elle que sont dues les 
agitations de l’atmosphère, l’ascension des nuages, la chute des 
pluies et des autres météores, les courants d’eau qui sillonnent la 
surface du globe et dont l’homme est parvenu à employer pour 


(*) L’Ouvrage de Sadi Carnot que nous réimprimons est complétement épuisé depuis long- 
temps. Tiré à un petit nombre d'exemplaires, ce mémorable travail est resté longtemps 
inconnu aux premiers auteurs de la Thermodynamique. C’est pour rendre service aux savants, 
privés de la lecture d’un Ouvrage resté presque inédit, pour rendre un hommage éclatant et 
exceptionnel à la mémoire de Sadi Carnot que la Rédaction des Annales scientifiques de 
l'École Normale réimprime aujourd’hui ses Réflexions sur la puissance motrice du feu. 

(Note du Directeur.) 
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son usage une faible partie; enfin les tremblements de terre, les érup- 
tions volcaniques reconnaissent aussi pour cause la chaleur. 

C’est dans cet immense réservoir que nous pouvons puiser.la force 
mouvante nécessaire à nos besoins; la nature, en nous offrant de 
toutes parts le combustible, nous a donné la faculté de faire naître en 
tous temps et en tous lieux la chaleur et la puissance motrice qui en 
est la suite. Développer cette puissance, l’approprier à notre usage, 
tel est l’objet des machines à feu. 

L'étude de ces machines est du plus haut intérêt, leur importance 
est immense, leur emploi s’accroit tous les jours; elles paraissent 
destinées à produire une grande révolution dans le monde civilisé. 

Déjà la machine à feu exploite nos mines, fait mouvoir nos navires, 
creuse nos ports et nos rivières, forge le fer, façonne les bois, écrase 
les grains, file et ourdit nos étoffes, transporte les plus pesants far- 
deaux, etc.; elle semble devoir un jour servir de moteur universel et 
obtenir la préférence sur la force des animaux, les chutes d’eau et les 
courants d'air. Elle a, sur le premier de ces moteurs, l’avantage de 
l’économie; sur les deux autres, l’avantage inappréciable de pouvoir 
s’employer en tous temps et en tous lieux, et de ne jamais souffrir 
d'interruption dans son travail. 

Si quelque jour les perfectionnements de la machine à feu s'étendent 
assez loin pour la rendre peu coûteuse en établissement et en combus- 
tible, elle réunira toutes les qualités désirables, et fera prendre aux arts 
industriels un essor dont il serait difficile de prévoir toute l'étendue. 

Non-seulement, en effet, un moteur puissant et commode, que l’on 
peut se procurer ou transporter partout, se substitue aux moteurs déjà 
en usage, mais il fait prendre aux arts où on l’applique une exten- 
sion rapide, il peut même créer des arts entièrement nouveaux. 

Le service le plus signalé que la machine à feu ait rendu à l’Angle- 
terre est, sans contredit, d’avoir ranimé, l'exploitation de ses mines 
de houille, devenue languissante et qui menaçait de s’éteindre en- 
tièrement à cause de la difficulté toujours croissante des épuisements 
et de l’extraction du combustible (‘). On doit mettre sur le second 


(") On peut affirmer que l'extraction de la houille a décuplé en Angleterre depuis l’inven- 
tion des machines à feu. Il en est à peu près de même de l'extraction du cuivre, de l’étain 


+ EN TO 
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rang les services rendus à la fabrication du fer, tant par la houille, 
offerte avec abondance et substituée aux bois au moment où ceux-ci 
commengaient à s'épuiser, que par les machines puissantes de toutes 


. espèces dont l'emploi de la machine à feu a permis ou facilité l'usage. 


Le fer et le feu sont, comme on le sait, les aliments, les soutiens 
des arts mécaniques. Il n’existe peut-être pas en Angleterre un 
établissement d’industrie dont l’existence ne soit fondée sur Pusage 
de ces agents et qui ne les emploie avec profusion. Enlever aujour- 
d’hui à l’Angleterre ses machines à vapeur, ce serait lui ôter à la fois 
la houille et le fer: ce serait tarir toutes ses sources de richesse, 
ruiner tous ses moyens de prospérité; ce serait anéantir cette puis- 


sance colossale. La destruction de sa marine, qu’elle regarde comme 


son plus ferme appui, lui serait peut-être moins funeste. 

La navigation sûre et rapide des bâtiments à vapeur peut être 
regardée comme un art entièrement nouveau dû aux machines à feu. 
Déjà cet art a permis l’établissement de communications promptes et 
régulières sur les bras de mer, sur les grands fleuves de l’ancien et 
du nouveau continent. Il a permis de parcourir des régions encore 
sauvages, où naguère on ne pouvait à peine pénétrer; il a permis de 
porter les fruits de la civilisation sur des points du globe où ils 
eussent été attendus encore bien des années. La navigation due aux 
machines à feu rapproche en quelque sorte les unes des autres les 
nations les plus lointaines; elle tend à réunir entre eux les peuples 
de la terre comme s’ils habitaient tous une même contrée. Diminuer en 
effet le temps, les fatigues, les incertitudes et les dangers des voyages, 
n'est-ce pas abréger beaucoup les distances (')? 

La découverte des machines a feu a di, comme la plupart des inven- 
tions humaines, sa naissance à des essais presque informes, essais qui 
NE REE SUS ar, nt Ce us er ji mar 04e 


et du fer. L'effet produit, il y a un demi-siècle, par la machine à feu sur les mines d’Angle- 
terre se répète aujourd’hui sur les mines d’or et d'argent du nouveau monde, mines dont 
l'exploitation déclinait de jour en jour, principalement à cause de l'insuffisance des moteurs 
employés aux épuisements et à extraction des minerais. 

(‘) Nous disons diminuer les dangers des voyages : en effet, quoique l'emploi de la ma- 
chine à feu sur un navire offre quelques dangers, que l’on s’est beaucoup exagérés, ils sont 
compensés et au delà par la faculté de se tenir toujours sur une route frayée et bien connue, 
de résister à l'effort des vents lorsqu'ils poussent le navire contre les côtes, contre les bas- 


fonds ou contre les écueils. : 
oO. 
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ont été attribués à diverses personnes et dont on ne connaît pas bien le 
véritable auteur. C’est, au reste, moins dans ces premiers essais que 
consiste la principale découverte que dans les perfectionnements suc- 
cessifs qui ont amené les machines à feu à l’état où nous les voyons 
aujourd’hui. Il y a à peu près autant de distance entre les premiers 
appareils où l’on a développé la force expansive de la vapeur et les ma- 
chines actuelles qu'entre le premier radeau que les hommes ont formé 
et le vaisseau de haut bord. ; 

Si ’honneur d’une découverte appartient à la nation où elle a acquis 
tout son accroissement, tous ses développements, cet honneur ne peut 
être ici refusé à l’Angleterre : Savery, Newcomen, Smeathon, le cé- 
lèbre Watt, Woolf, Trevetick et quelques autres ingénieurs anglais 
sont les véritables créateurs de la machine à feu; elle a acquis entre 
leurs mains tous ses degrés successifs de perfectionnement. Il est natu- 
rel, au reste, qu’une invention prenne naissance et surtout se déve- 
loppe, se perfectionne, là où le besoin s’en fait le plus impérieuse- 
ment sentir. | 

Malgré les travaux de tous genres entrepris sur les machines à feu, 
malgré l’état satisfaisant où elles sont aujourd’hui parvenues, leur 
théorie est fort peu avancée, et les essais d'amélioration tentés sur 
elles sont encore dirigés presque au hasard. 

On a souvent agité la question de savoir si la puissance motrice (‘) 
de la chaleur est limitée ou si elle est sans bornes; si les perfectionne- 
ments possibles des machines à feu ont un terme assignable, terme que 
la nature des choses empéche de dépasser par quelque moyen que ce 
soit, ou si, au contraire, ces perfectionnements sont susceptibles d’une 
extension indéfinie. On a aussi cherché longtemps, et l’on cherche 
encore aujourd'hui, s’il n’existerait pas des agents préférables à la va- 
peur d’eau pour développer la valeur motrice du feu; si l'air atmo- 
sphérique, par exemple, ne présenterait pas, à cet égard, de grands 
avantages. Nous nous proposons de soumettre ici ces questions à un 
examen réfléchi. 


(') Nous nous servons ici de l'expression puissance motrice pour désigner l'effet utile 
qu'un moteur est capable de produire. Cet effet peut toujours être assimilé à l'élévation d’un 
poids à une certaine hauteur ; il a, comme on sait, pour mesure le produit du poids, multi- 
plié par la hauteur dont il est censé élevé. 
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Le phénomène de la production du mouvement par la chaleur n’a 
pas été considéré sous un point de vue assez général. On l’a considéré 
seulement dans des machines dont la nature et le mode d’action ne lui 
permettaient pas de prendre toute l'étendue dont il est susceptible. 
Dans de pareilles machines, le phénomène se trouve en quelque sorte 
tronqué, incomplet; il devient difficile de reconnaitre ses principes et 
d'étudier ses lois. 

Pour envisager dans toute sa généralité le principe de la production 
du mouvement par la chaleur, il faut le concevoir indépendamment 
d’aucun mécanisme, d’aucun agent particulier ; il faut établir des rai- 
sonnements applicables, non-seulement aux machines à vapeur ('), 
mais à toute machine à feu imaginable, quelle que soit la substance 
mise en œuvre et quelle que soit la manière dont on agisse sur elle. 

Les machines qui ne reçoivent pas leur mouvement de la chaleur, 
celles qui ont pour moteur la force des hommes ou des animaux, une 
chute d’eau, un courant d’air, etc., peuvent être étudiées jusque dans 
leurs moindres détails par la théorie mécanique. Tous les cas sont pré- 
vus, tous les mouvements imaginables sont soumis à des principes gé- 
néraux solidement établis et applicables en toute circonstance. C’est là 
le caractère d’une théorie complète. Une semblable théorie manque 
évidemment pour les machines à feu. On ne la possédera que lorsque 
les lois de la Physique seront assez étendues, assez généralisées, pour 
faire connaître à l’avance tous les effets de la chaleur agissant d’une 
manière déterminée sur un corps quelconque. 

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, une Connaissance au 
moins superficielle des diverses parties qui composent une machine à 
vapeur ordinaire. Ainsi nous jugeons inutile d'expliquer ce que c’est 
que foyer, chaudière, cylindre à vapeur, piston, condenseur, etc. 

La production du mouvement dans les machines à vapeur est tou- 
jours accompagnée d’une circonstance sur laquelle nous devons fixer 
l'attention. Cette circonstance est le rétablissement d'équilibre dans le 
calorique, c’est-à-dire son passage d’un corps où la température est 


(*) Nous distinguons ici la machine à vapeur de la machine à feu en général. Celle-ci peut 
faire usage d’un agent quelconque, de la vapeur d’eau ou de tout autre, pour réaliser la 
puissance motrice de la chaleur. 
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plus ou moins élevée à un autre où elle est plus basse. Qu’arrive-t-il, 
en effet, dans une machine à vapeur actuellement en activité? Le calo- 
rique, développé dans le foyer par l'effet de la combustion, traverse 
les parois de la chaudière, vient donner naissance à de la vapeur, s’y 
incorpore en quelque sorte. Celle-ci, l’entrainant avec elle, le porte 
d'abord dans le cylindre, où il remplit un office quelconque, et de 
la dans le condenseur, où elle se liquéfie par le contact de l’eau froide 
qui s’y rencontre. L'eau froide du condenseur s'empare donc, en 
dernier résultat, du calorique développé par la combustion. Elle 
s’échauffe par l'intermédiaire de la vapeur, comme si elle eût été pla- 
cée directement sur le foyer. La vapeur n’est ici qu’un moyen de 
transporter le calorique; elle remplit le même office que dans le 
chauffage des bains par la vapeur, à l’exception que, dans le cas où 
nous sommes, son mouvement est rendu utile. 

On reconnait facilement, dans les opérations que nous venons 
de décrire, le rétablissement d'équilibre dans le calorique, son pas- 
sage d’un corps plus ou moins échauffé à un corps plus froid. Le pre- 
mier de ces corps est ici l’air brûlé du foyer, le second est l’eau de 
condensation. Le rétablissement d’équilibre du calorique se fait entre 
eux, si ce n’est complétement, du moins en partie : car, d’une part, 
Yair brûlé, après avoir rempli son office, apres avoir enveloppé la 
chaudière, s'échappe par la cheminée avec une température bien 
moindre que celle qu’il avait acquise par l’effet de la combustion ; et, 
d'autre part, l’eau du condenseur, apres avoir liquéfié la vapeur, 
s’éloigne de la machine avec une température supérieure à celle qu’elle 
y avait apportée. | 

La production de la puissance motrice est donc due, dans les ma- 
chines à vapeur, non à une consommation réelle du calorique, mais à 
son transport d'un corps chaud à un corps froid, c'est-à-dire à son réta- 
blissement d'équilibre, équilibre supposé rompu par quelque cause 
que ce soit, par une action chimique, telle que la combustion, ou par 
toute autre. Nous verrons bientôt que ce principe est applicable à toute 
machine mise en mouvement par la chaleur. 

D'après ce principe, il ne suffit pas, pour donner naissance à la puis- 
sance motrice, de produire de la chaleur: il faut encore se procurer du 
froid; sans lui, la chaleur serait inutile. Et en effet, si l’on ne rencon- 
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trait autour de soi que des corps aussi chauds que nos foyers, comment 
parviendrait-on à condenser la vapeur? où la placerait-on une fois 
qu’elle aurait pris naissance ? Il ne faudrait pas croire que l’on püt, 
ainsi que cela se pratique dans certaines machines (*), la rejeter dans 
l’atmosphère : l'atmosphère ne la recevrait pas. Elle ne la recoit, dans 
l’état actuel des choses, que parce qu’elle remplit pour elle l'office d’un 
vaste condenseur, parce qu’elle se trouve à une température plus froide : 
autrement elle en serait bientôt remplie, ou plutôt elle en serait d'avance 
saturée (?). 

Partout où il existe une différence de température, partout où il 
peut y avoir rétablissement d'équilibre du calorique, il peut y avoir 
aussi production de puissance motrice. La vapeur d’eau est un moyen 
de réaliser cette puissance, mais elle n’est pas le seul: tous les corps 
de la nature peuvent être employés à cet usage; tous sont susceptibles 
de changements de volume, de contractions et de dilatations succes- 
sives par des alternatives de chaleur et de froid; tous sont capables de 
vaincre, dans leurs changements de volume, certaines résistances, et de 
développer ainsi la puissance motrice. Un corps solide, une barre métal- 
lique, par exemple, alternativement chauffée et refroidie, augmente et 
diminue de longueur, et peut mouvoir des corps fixés à ses extrémités. 
Un liquide alternativement chauffé et refroidi augmente et diminue 
de volume et peut vaincre des obstacles plus ou moins grands opposés 
à sa dilatation. Un fluide aériforme est susceptible de changements 


(‘) Certaines machines à haute pression rejettent la vapeur dans l'atmosphère au lieu de 
la condenser. On les emploie particulièrement dans les lieux où il serait difficile de se pro- 
curer un courant d’eau froide suffisant pour opérer la condensation. 

(?) L'existence de l’eau à l’état liquide, admise nécessairement ici, puisque sans elle les 
machines à vapeur ne pourraient pas s’alimenter, suppose l’existence d’une pression capable 
d'empêcher cette eau de se vaporiser, par conséquent d’une pression égale ou supérieure à la 
tension de la vapeur, eu égard à la température. Si une pareille pression n’était pas exercée 
par l’air atmosphérique, il s’élèverait à instant une quantité de vapeur d’eau suffisante pour 
l'exercer sur elle-même, et il faudrait toujours surmonter cette pression, pour rejeter la va- 
peur des machines dans la nouvelle atmosphère. Or cela équivaudrait évidemment à surmon- 
ter la tension qui reste à la vapeur après sa condensation effectuée par les moyens ordi- 
naires. 

Si une température très-élevée régnait à la surface de notre globe, comme il ne paraît pas 
douteux qu’elle règne dans son intérieur, toutes les eaux de l'Océan existeraient en vapeur 
dans l'atmosphère, et il ne s’en rencontrerait aucune portion à l’état liquide. 


400 RÉFLEXIONS 


considérables de volume par les variations de température: s’il est ren- 
fermé dans une capacité extensible, telle qu’un cylindre muni d’un 
piston, il produira des mouvements d’une grande étendue. Les vapeurs 
de tous les corps susceptibles de passer à l’état gazeux, de l’alcool, du 
mercure, du soufre, etc., pourraient remplir le même office que la 
vapeur d’eau. Celle-ci, alternativement chauffée et refroidie, produirait 
de la puissance motrice à la manière des gaz permanents, c’est-à-dire 
sans jamais retourner à l’état liquide. La plupart de ces moyens ont 
été proposés, plusieurs même ont été essayés, quoique ce soit jus- 
qu'ici sans succès remarquable. 

Nous avons fait voir que, dans les machines à vapeur, la puissance 
motrice est due à un rétablissement d’équilibre dans le calorique : cela 
a lieu, non-seulement pour les machines à vapeur, mais aussi pour 
toute machine à feu, c’est-à-dire pour toute machine dont le calorique 
est le moteur. La chaleur ne peut évidemment étre une cause-de mou- 
vement qu’en vertu des changements de volume ou de forme qu’elle 
fait subir aux corps; ces changements ne sont pas dus à une constance 
de température, mais bien à des alternatives de chaleur et de froid ; 
or, pour échauffer une substance quelconque, il faut un corps plus 
chaud qu’elle; pour la refroidir, il faut un corps plus froid. On prend 
nécessairement du calorique au premier de ces corps pour le trans- 
mettre au second par le moyen de la substance intermédiaire. C’est 
la rétablir, ou du moins travailler à rétablir l'équilibre du calorique. 

Il est naturel de se faire ici cette question à la fois curieuse et im- 
portante : La puissance motrice de la chaleur est-elle immuable en 
quantité, ou varie-t-elle avec l'agent dont on fait usage pour la réaliser 
avec la substance Ni nédicitel choisie comme sujet d’action de la 
chaleur ? 

Il est clair que cette question ne peut être faite que pour une quan- 
tité de calorique donnée ('), la différence des températures étant 


(') Nous jugeons inutile d'expliquer ici ce que c’est que quantité de calorique ou quan- 
tité de chaleur (car nous employons indifféremment les deux expressions), ni de décrire 
comment on mesure ces quantités par le calorimètre. Nous n’expliquerons pas non plus ce 
que c’est que chaleur latente, degré de température, chaleur spécifique, etc. ; le lecteur doit 
être familiarisé avec ces expressions par l’étude des Traités élémentaires de Physique ou de 
Chimie. 
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également donnée. On dispose, par exemple, d’un corps A, maintenu 
à la température 100 dégrés, et d’un autre corps B, maintenu à la 
température o degré, et l’on demande quelle quantité de puissance 
motrice peut naître par le transport d’une portion donnée de calo- 
rique (par exemple, celle qui est nécessaire pour fondre un kilo- 
gramme de glace) du premier de ces corps au second; on demande 
si Cette quantité de puissance motrice est nécessairement limitée, si 
elle varie avec la substance employée à la réaliser, si la vapeur d’eau 
offre à cet égard plus ou moins d'avantage que la vapeur d'alcool, de 
mercure, qu'un gaz permanent ou que toute autre substance. 

Nous essayerons de résoudre ces questions en faisant usage des 
notions précédemment établies. 

On a remarqué plus haut ce fait évident par lui-même, ou qui du 
moins devient sensible dès que l’on réfléchit aux changements de vo- 
lume occasionnés par la chaleur : partout où il existe une différence de 
température, il peut y avoir production de puissance motrice. Réciproque- 
ment, partout où l’on peut consommer de cette puissance, il est pos- 
sible de faire naître une différence de température, il est possible 
d’occasionner une rupture’ d'équilibre dans le calorique. La percussion, 
le frottement des corps ne sont-ils pas en effet des moyens d’élever 
leur température, de la faire arriver spontanément à un degré plus 
haut que celui des corps environnants, et par conséquent de pro- 
duire une rupture d'équilibre dans le calorique, 1a où existait aupara- 
vant cet équilibre? C’est un fait d'expérience que la température des 
fluides gazeux s'élève par la compression et s’abaisse par la raréfac- 
tion. Voilà un moyen certain de changer la température des corps et 
de rompre l’équilibre du calorique autant de fois qu'on le voudra avec 
la même substance. La vapeur d’eau, employée d’une manière inverse 
de celle où on l’emploie dans les machines à vapeur, peut aussi être 
regardée comme un moyen de rompre l'équilibre du calorique. Pour 
s’en convaincre, il suffit de réfléchir attentivement à la manière dont se 
développe la puissance motrice par l'action de la chaleur sur la vapeur 
d’eau. Concevons deux corps, À et B, entretenus chacun à une tempé- 
rature constante, celle de A étant plus élevée que celle de B : ces deux 
corps, auxquels on peut donner ou enlever de la chaleur sans faire 
varier leur température, feront les fonctions de deux réservoirs indé- 
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finis de calorique. Nous nommerons le premier foyer et le second réfri- 
gérant. 

Si l’on veut donner naissance à de la puissance motrice par le trans- 
port d’une certaine quantité de chaleur du corps A au COP B, on 
pourra procéder de la manière suivante: 

1° Emprunter du calorique au corps A pour en former ae la vapeur, 
c’est-à-dire faire remplir à ce corps les fonctions du foyer, ou plutôt 
du métal composant la chaudière, dans les machines ordinaires; nous 
supposerons ici que la vapeur prend naissance à la température même 
du corps A. 

2° La vapeur ayant été reçue dans une capacité extensible, telle 
qu’un cylindre muni d’un piston, augmenter le volume de cette capa- 
cité et par conséquent aussi celui de la vapeur. Ainsi raréfiée, elle 
descendra spontanément de température, comme cela arrive pour tous 
les fluides élastiques : admettons que la raréfaction soit poussée jus- 
qu’au point où la température devient précisément celle du corps B. 

3° Condenser la vapeur en la mettant en contact avec le corps B, et 
en exerçant en même temps sur elle une pression constante, jusqu’à ce 
qu’elle soit entièrement liquéfiée. Le corps B remplit ici le rôle de 
l’eau d'injection dans les machines ordinaires, avec cette différence 
qu’il condense la vapeur sans se mêler avec elle et sans changer lui- 
même de température (). 

Les opérations que nous venons de décrire eussent pu être faites 
dans un sens et dans un ordre inverses. Rien n’empéchait de former 
de la vapeur avec le calorique du corps B, et, à la température de ce 
corps, de la comprimer de manière à lui faire acquérir la température 
du corps A, enfin de la condenser par son contact avec ce dernier 


(") On s’étonnera peut-être ici que le corps B, se trouvant à la même température que la 
vapeur, puisse la condenser. Sans doute cela n’est pas rigoureusement possible; mais la plus 
petite différence de température déterminera la condensation, ce qui suffit pour établir la 
justesse de notre raisonnement. C’est ainsi que, dans le calcul différentiel, il suffit que l’on 
puisse concevoir les quantités négligées, indéfiniment réductibles par rapport aux quantités 
conservées dans les équations, pour acquérir la certitude du résultat définitif. 

Le corps B condense la vapeur sans changer lui-même de température; cela résulte de 
notre supposition. Nous avons admis que ce corps était maintenu à une température con- 
stante. On lui enlève le calorique à mesure que la vapeur le lui fournit. C’est le cas où se 
trouve le métal du condenseur, lorsque la liquéfaction de la vapeur s'exécute en appliquant 
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corps, et cela en continuant la compression jusqu’à une liquéfaction 
complete. 

Par nos premières opérations, il y avait eu à la fois production de 
puissance motrice et transport du calorique du corps A au corps B; 
par les opérations inverses, il y a à la fois dépense de puissance motrice 
et retour du calorique du corps B au corps A. Mais si l’on a agi de part 
et d’autre sur la même quantité de vapeur, s’il ne s’est fait aucune 
perte ni de puissance motrice ni de calorique, la quantité de puissance 
motrice produite dans le premier cas sera égale à celle qui aura été 
dépensée dans le second, et la quantité de calorique passée, dans le 
premier cas, du corps À au corps B sera égale à la quantité qui repasse, 
dans le second, du corps B au corps A, de sorte qu’on pourrait faire un 
nombre indéfini d'opérations alternatives de ce genre, sans qu'il y eût 
en somme ni puissance motrice produite, ni calorique passé d’un corps 
à l’autre. 

Or, s’il existait des moyens d’employer la chaleur préférables à ceux 
dont nous avons fait usage, c’est-à-dire s’il était possible, par quelque 
méthode que ce fut, de faire produire au calorique une quantité de 
puissance motrice plus grande que nous ne l’avons fait par notre pre- 
mièresérie d'opérations, il suffirait de distraire une portion de cette puis- 
sance pour faire remonter, par la méthode qui vient d’être indiquée, le 
calorique du corps B au corps À, du réfrigérant au foyer, pour rétablir 
les choses dans leur état primitif, et se mettre par là en mesure de re- 
commencer une opération entièrement semblable à la première, et ainsi 
de suite: ce serait là, non-seulement le mouvement perpétuel, mais une 
création indéfinie de force motrice sans consommation ni de calorique, 
ni de quelque autre agent que ce soit. Une semblable création est tout 
à fait contraire aux idées reçues jusqu’à présent, aux lois de la Méca- 


l’eau froide extérieurement, chose pratiquée autrefois dans plusieurs machines. C’est ainsi 
que l’eau d’un réservoir pourrait être maintenue à un niveau constant, si le liquide s’écou- 
lait d’un côté, tandis qu’il arrive de l’autre. 

On pourrait même concevoir les corps A et B se maintenant d'eux-mêmes à une tempéra- 
ture constante, quoique pouvant perdre ou acquérir certaines quantités de chaleur. Si, par 
exemple, le corps A était une masse de vapeur prête à se liquéfier, et le corps B une masse 
de glace prête à se fondre, ces corps pourraient, comme on sait, fournir ou recevoir du calo- 


rique sans changer de degré thermométrique. 
br: 
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nique et de la saine Physique; elle est inadmissible ('). On doit done 
conclure que le maximum de puissance motrice résultant de l'emploi de 
la vapeur est aussi le maximum de puissance motrice réalisable par 
quelque moyen que ce soit. Nous donnerons, au reste, bientot une 
seconde démonstration plus rigoureuse de ce théorème. Celle-ci ne doit 
être considérée que comme un aperçu (voir page 407). 

On est en droit de nous faire, au sujet de la proposition qui vient 
d’être énoncée, la question suivante : Quel est ici le sens du mot maai- 
mum? À quel signe reconnaîtra-t-on que ce maximum est atteint? 
A quel signe reconnaitra-t-on si la vapeur est employée le plus avanta- 
geusement possible à la production de la puissance motrice? 

Puisque tout rétablissement d’équilibre dans le calorique peut être 
la cause de la production de la puissance motrice, tout rétablissement 
d'équilibre qui se fera sans production de cette puissance devra être 
considéré comme une véritable perte : or, pour peu qu’on y réflé- 
chisse, on s’apercevra que tout changement de température qui n’est 


(') On objectera peut-être ici que le mouvement perpétuel, démontré impossible par les 
seules actions mécaniques, ne l’est peut-être pas lorsqu'on emploie l'influence, soit de la cha- 
leur, soit de l'électricité; mais peut-on concevoir les phénomènes de la chaleur et de l’élec- 
tricité comme dus à autre chose qu’à des mouvements quelconques de corps, et comme tels 
ne doivent-ils pas être soumis aux lois générales de la Mécanique? Ne sait-on pas d’ailleurs 
à posteriori que toutes les tentatives faites pour produire le mouvement perpétuel, par quelque 
moyen que ce soit, ont été infructueuses? que l’on n’est jamais parvenu à produire un mou- 
vement véritablement perpétuel, c’est-à-dire un mouvement qui se continuât toujours sans 
altération dans les corps mis en œuvre pour le réaliser? 

On a regardé quelquefois l'appareil électromoteur (la pile de Volta) comme capable de 
produire le mouvement perpétuel; on a cherché à réaliser cette idée en construisant des 
piles sèches, prétendues inaltérables; mais, quoi que l’on ait pu faire, l'appareil a toujours 
éprouvé des détériorations sensibles lorsque son action a été soutenue pendant un certain 
temps avec quelque énergie. ~ 

L’acception générale et philosophique des mots mouvement perpétuel doit comprendre, 
non pas seulement un mouvement susceptible de se prolonger indéfiniment après une pre- 
mière impulsion reçue, mais l’action d’un appareil, d’un assemblage quelconque, capable de 
créer la puissance. motrice en quantité illimitée, capable de tirer successivement du repos 
tous les corps de la nature, s'ils s’y trouvaient plongés, de détruire en eux le principe de 
l’inertie, capable enfin de puiser en lui-même les forces nécessaires pour mouvoir l'univers 
tout entier, pour prolonger, pour accélérer incessamment son mouvement. Telle serait une 
véritable création de puissance motrice. Si elle était possible, il serait inutile de chercher 
dans les courants d’eau et d’air, dans les combustibles, cette puissance motrice; nous en au- 
rions à notre disposition une source intarissable où nous pourrions puiser à volonté. 
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pas dû à un changement de volume des corps ne peut être qu’un réta- 
blissement inutile d'équilibre dans le calorique (‘). La condition né- 
cessaire du maximum est donc qu'il ne se fasse dans les corps employés 
à réaliser la puissance motrice de la chaleur aucun changement de tempé- 
ralure qui ne soit di à un changement de volume. Réciproquement, 
toutes les fois que cette condition sera remplie, le maximum sera atteint. 

Ce principe ne doit jamais étre perdu de vue dans la construction 
des machines à feu; il en est la base fondamentale. Si l’on ne peut pas 
observer rigoureusement, il faut du moins s’en écarter le moins pos- 
sible. ; ; 

Tout changement de température qui n’est pas dû à un changement 
de volume ou à une action chimique (action que provisoirement nous 
supposons ne pas se rencontrer ici) est nécessairement dû au passage 
direct du calorique d’un corps plus ou moins échauffé à un corps plus 
froid. Ce passage a lieu principalement au contact de corps de tempé- 
ratures diverses : aussi un pareil contact doit-il être évité autant que 
possible. Il ne peut pas être évité complétement, sans doute; mais il 
faut du moins faire en sorte que les corps mis en contact les uns avec 
les autres diffèrent peu entre eux de température. 

Lorsque nous avons supposé tout à l’heure, dans notre démonstra- 
tion, le calorique du corps À employé à former de la vapeur, cette 
vapeur était censée prendre naissance à la température même du 
corps A: ainsi le contact n’avait lieu qu’entre des corps de tempéra- 
tures égales; le changement de température arrivé ensuite dans la va- 
peur était du à la dilatation, par conséquent à un changement de vo- 
lume; enfin la condensation s’opérait aussi sans contact de corps de 
températures diverses. Elle s’opérait en exerçant une pression con- 
stante sur la vapeur mise en contact avec le corps B de même tempé- 
rature qu’elle. Les conditions du maximum se trouvaient donc rem- 
plies. A la vérité, les choses ne peuvent pas se passer rigoureusement 
comme nous l’avons supposé. Pour déterminer le passage du calorique 
sg OE els SAM Er AO a ge 

(') Nous ne supposons ici aucune action chimique entre les corps mis en usage pour réa- 
liser la puissance motrice de la chaleur. L'action chimique qui se passe dans le foyer est une 
action en quelque sorte préliminaire, une opération destinée, non à produire immédiatement 


de la puissance motrice, mais à rompre l'équilibre du calorique, à produire une différence de 
température qui doit ensuite donner naissance au mouvement. 
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d’un corps à l’autre, il faut dans le premier un excès de température; 
mais cet excès peut être supposé aussi petit qu’on le voudra; on peut 
le regarder comme nul en théorie, sans que pour cela les raisonnements 
perdent rien de leur exactitude. 

On peut faire à notre démonstration une objection plus réelle, que 
voici : 

Lorsque l’on emprunte du calorique au corps A pour donner nais- 
sance à de la vapeur, et que cette vapeur est ensuite condensée par son 
contact avec le corps B, l’eau employée à la former, et que l’on sup- 
posait d’abord à la température du corps A, se trouve, à la fin de l’opé- 
ration, à la température du corps B; elle s’est refroidie. Si l’on veut 
recommencer une opération semblable à la première, si l’on veut déve- 
lopper une nouvelle quantité de puissance motrice avec le même in- 
strument, avec la même vapeur, il faut d’abord rétablir les choses dans 
leur état primitif, il faut rendre à l’eau le degré de température qu’elle 
avait d’abord. Cela peut se faire sans doute en la remettant immédiate- 
ment en contact avec le corps A; mais il y a alors contact entre des 
corps de températures diverses et perte de puissance motrice (*) : il 
deviendrait impossible d'exécuter l’opération inverse, c’est-à-dire de 
faire retourner au corps A le calorique employé à élever la tempéra- 
ture du liquide. 

Cette difficulté peut être levée en supposant la différence de tempé- 
rature entre le corps A et le corps B infiniment petite; la quantité de 
chaleur nécessaire pour reporter le liquide à sa température première 
sera aussi infiniment petite et négligeable relativement à celle qui est 
nécessaire pour donner naissance à la vapeur, quantité toujours finie. 

La proposition, se trouvant d’ailleurs démontrée pour le cas où la 


(') Ce genre de perte se rencontre dans toutes les machines à vapeur. En effet, l’eau des- 
tinée à alimenter la chaudière est toujours plus froide que l’eau qui y est déjà contenue; il 
se fait entre elles un rétablissement inutile d'équilibre dans le calorique. On se convaincra 
aisément & posteriori que ce rétablissement d'équilibre entraîne une perte de puissance mo- 
trice, si l'on réfléchit qu’il eût été possible d’échauffer préalablement l’eau d'alimentation en 
Yemployant comme eau de condensation dans une petite machine accessoire, où l’on eût fait 
usage de la vapeur tirée de la grande chaudière, et où la condensation se fût opérée à une 
température intermédiaire entre celle de la chaudière et celle du condenseur principal. La 
force produite par la petite machine n’eût coûté aucune dépense de chaleur, puisque toute 
celle qui eût été employée serait rentrée dans la chaudière avec l’eau de condensation. 
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eae oe ei des deux corps ue infiniment petite, 

: é général. En effet, s’il s’agissait de faire 
naitre la puissance motrice par le transport du calorique du corps A 
au corps Z, la température de ce dernier corps étant fort différente de 
celle du premier, on imaginerait une suite de corps B, C, D,... de 
températures intermédiaires entre celles des corps A, Z, et choisies 
de manière que les différences de A à B, de B à C,.. soient toutes infi- 
niment petites. Le calorique émané de A n’arriverait à Z qu’apres 
avoir passé par les corps B, C, D,..., et après avoir développé dans 
chacun de ses transports le maximum de puissance motrice. Les opé- 
rations inverses seraient ici toutes possibles, et le raisonnement de la 
page 402 deviendrait rigoureusement applicable. 

D’après les notions établies jusqu’à présent, on peut comparer avec 
assez de justesse la puissance motrice de la chaleur à celle d’une chute 
d’eau : toutes deux ont un maximum que l’on ne peut pas dépasser, 
quelle que soit d’une part la machine employée à recevoir l’action de 
Peau, et quelle que soit de l’autre la substance employée à recevoir 
l’action de la chaleur. La puissance motrice d’une chute d’eau dépend 
de sa hauteur et de la quantité du liquide; la puissance motrice de la 
chaleur dépend aussi de la quantité de calorique employé et de ce qu’on 
pourrait nommer, de ce que nous appellerons en effet la hauteur de sa 
chute ('), c’est-à-dire de la différence de température des corps entre 
lesquels se fait l'échange du calorique. Dans la chute d’eau, la puis- 
sance motrice est rigoureusement proportionnelle à la différence de 
niveau entre le réservoir supérieur et le réservoir inférieur. Dans la 
chute du calorique, la puissance motrice augmente sans doute avec la 
différence de température entre le corps chaud et le corps froid; mais 
nous ignorons si elle est proportionnelle à cette différence. Nous igno- 
rons, par exemple, si la chute du calorique de 100 à 5o degrés fournit 
plus ou moins de puissance motrice que la chute de ce même calorique 
de 5o degrés à zéro. C'est une question que nous nous proposons 


d'examiner plus tard. 
Nous allons donner ici une seconde démonstration de la proposition 


(‘) La matière ici traitée étant tout à fait nouvelle, nous sommes forcé d'employer des 
expressions encore inusitées et qui n’ont peut-être pas toute la clarté désirable. 
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fondamentale énoncée page 404, et présenter cette proposition sous une 
forme plus générale que nous ne l'avons fait ci-dessus. 

Lorsqu’un fluide gazeux est rapidement comprimé, sa température 
s'élève: elle s’abaisse au contraire lorsqu’il est rapidement dilaté. C'est 
là un des faits les mieux constatés par l’expérience : nous le prendrons 
pour base de notre démonstration ("). 


Dh sod oil de He tt RE ES ER A a ee Be D ES 


(*) Les faits d'expérience qui prouvent le mieux le changement de température des gaz 
par la compression ou la dilatation sont les suivants : 

1° L’abaissement du thermomètre placé sous le récipient d’une machine pneumatique où 
l’on fait le vide. Cet abaissement est très-sensible sur le thermomètre de Bréguet : il peut 
aller au delà de 40 à 50 degrés. Le nuage qui se forme dans cette occasion semble devoir 
_ être attribué à la condensation de la vapeur d’eau causée par le refroidissement de l'air; 

2° L’inflammation de l’amadou dans les briquets dits pneumatiques, qui sont, comme on 
sait, de petits corps de pompe où l’on fait éprouver à l’air une compression rapide; 

3° L’abaissement du thermomètre placé dans une capacité où, après avoir comprimé de 
l'air, on le laisse échapper par l'ouverture d’un robinet; , 

4° Les résultats d’expériences sur la vitesse du son. M. de Laplace a fait voir que, pour sou- 
mettre exactement ces résultats à la théorie et au calcul, il fallait admettre l’échauffement 
de lair par une compression subite. 

Le seul fait qui puisse étre opposé a ceux-ci est une expérience de MM. Gay-Lussac et 
Welter, décrite dans les Annales de Chimie et de Physique. Une petite ouverture ayant été 
faite à un vaste réservoir d’air comprimé, et la boule d’un thermomètre ayant été présentée 
au courant d’air qui sortait par cette ouverture, on n’a pas observé d’abaissement sensible 
dans le degré de température marqué par le thermomètre. 

On peut donner à ce fait deux explications : 1° le frottement de l’air contre les parois de 
l'ouverture par laquelle il s'échappe développe peut-être de la chaleur en quantité notable ; 
2° l'air qui vient toucher immédiatement la boule du thermomètre reprend peut-être par son 
choc contre cette boule, ou plutôt par l'effet du détour qu’il est forcé de prendre à sa ren- 
contre, une densité égale à celle qu’il avait dans le récipient, à peu près comme l’eau d’un 
courant s'élève, contre un obstacle fixe, au-dessus de son niveau. 

Le changement de température occasionné dans les gaz par le changement de volume 
peut être regardé comme l’un des faits les plus importants de la Physique, à cause des nom- 
breuses conséquences qu’il entraîne, et en même temps comme l’un des plus difficiles à éclair- 
cir et à mesurer par des expériences décisives. Il semble présenter dans plusieurs circon- 
stances des anomalies singulières. 

N'est-ce pas au refroidissement de lair par la dilatation qu’il faut attribuer le froid des 
régions supérieures de l'atmosphère? Les raisons données jusqu'ici pour expliquer ce froid 
A AE Bret ar des tas Le Oa PAR ne 
lorique, et que c'était là la cause de son Re are ‘ pe su ke Le 
détruite si l’on remarque qu'à égale hauteur le fr re ah ees erat Pont 
d'intensité sur les plaines No que sur le somm : ore seta Oh ens RE pus 
Bo pie none et des montagnes ou que dans les parties 

phere éloignées du sol. 
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| Si, lorsqu’un gaz s’est élevé de température par l’effet de la compres- 
sion, on veut le ramener à sa température primitive sans faire subir à 
son volume de nouveaux changements, il faut lui enlever du calorique. 
Ce calorique pourrait aussi étre enlevé & mesure que la compression 
s'exécute, de manière que la température du gaz restat constante. De 
même, si le gaz est raréfié, on peut éviter qu'il ne baisse de tempéra- 
ture en lui fournissant une certaine quantité de calorique. Nous appel- 
lerons le calorique empioyé dans ces occasions, où il ne se fait aucun 
changement de température, calorique dû au changement de volume. 
Cette dénomination n’indique pas que le calorique appartienne au vo- 
lume; il ne lui appartient pas plus qu’il n’appartient à la pression, et 
pourrait être tout aussi bien appelé calorique dû au changement de 
pression. Nous ignorons quelles lois il suit relativement aux variations 
de volume : il est possible que sa quantité change, soit avec la nature 
du gaz, soit avec sa densité, soit avec sa température. L’expérience ne 
nous a rien appris sur ce sujet; elle nous a appris seulement que ce ca- 
lorique se développe en quantité plus ou moins grande par la compres- 
sion des fluides élastiques. 
Cette notion préliminaire étant posée, imaginons un fluide élastique, 


Fig. 1. 
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de l'air atmosphérique, par exemple, renfermé dans un vaisseau cylin- 
drique abcd (fig. 1), muni d’un diaphragme mobile ou piston cd; 
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soient en outre les deux corps A, B, entretenus chacun à une tempé- 
rature constante, celle de A étant plus élevée que celle de B; figurons- 
nous maintenant la suite des opérations qui vont être décrites : 

1° Contact du corps A avec l’air renfermé dans la capacité abcd, ou 
avec la paroi de cette capacité, paroi que nous supposerons transmettre 
facilement le calorique. L’air se trouve par ce contact à la température 
même du corps A; cd est la position actuelle du piston. 

2° Le piston s’élève graduellement et vient prendre la position ef. Le 
contact a toujours lieu entre le corps A et l’air, qui se trouve’ainsi main- 
tenu à une température constante pendant la raréfaction. Le corps A four- 
nit le calorique nécessaire pour maintenir la constance de température. 

3° Le corps A est éloigné, et l’air ne se trouve plus en contact avec 
aucun corps capable de lui fournir du calorique; le piston continue 
cependant à se mouvoir, et passe de la position ef à la position gh. L’air 
se raréfie sans recevoir de calorique, et sa température s’abaisse. Ima- 
ginons qu’elle s’abaisse ainsi jusqu’à devenir égale à celle du corps B : 
à ce moment le piston s’arrête et occupe la position gh. 

° L’air est mis en contact avec le corps B; il est comprimé par le 
retour du piston, que l’on ramène de la position gh à la position cd. 
Cet air reste cependant à une température constante, à cause de son 
contact avec le corps B, auquel il cede son calorique. 

5° Le corps B est écarté, et l’on continue la compression de l'air, 
qui, se trouvant alors isolé, s'élève de température. La compression est 
continuée jusqu’à ce que lair ait acquis la température du corps A. Le 
piston passe pendant ce temps de la position cd à la position zh. 

6° L’air est remis en contact avec le corps A; le piston retourne de 
la position zk à la position e/; la température demeure invariable. 

7° La période décrite sous le > 3 se renouvelle, puis successive- 
ment les périodes 4, 5, 6, 3, 4, 5, 6, 3, 4, 5, et ainsi de suite. 

Dans ces diverses opérations, ' Se éprouve un effort plus ou 
moins grand de la part de l’air renfermé dans le cylindre; la force 
élastique de cet air varie, tant à cause des changements de volume que 
des changements de température; mais on doit remarquer qu’à volume 
égal, c’est-à-dire pour des positions semblables du piston, la tempéra- 
ture se trouve plus élevée pendant les mouvements de dilatation que 
pendant les mouvements de compression. Pendant les premiers, la 
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force élastique de l’air se trouve donc plus grande, et par conséquent 
la quantité de puissance motrice produite par les mouvements de dila- 
tation est plus considérable que celle qui est consommée pour produire 
les mouvements de compression. Ainsi l’on obtiendra un excédant de 
puissance motrice, excédant dont on pourra disposer pour des usages 
quelconques. L’air nous a donc servi de machine à feu; nous l’avons 
même employé de la manière la plus avantageuse possible, car il ne 
s’est fait aucun rétablissement inutile d'équilibre dans le calorique. 

Toutes les opérations ci-dessus décrites peuvent être exécutées dans 
un sens et dans un ordre inverses. Imaginons qu'après la sixième pé- 
riode, c’est-à-dire le piston étant arrivé à la position ef, on le fasse 
revenir à la position zk, et qu'en même temps on maintienne l’air en 
contact avec le corps À : le calorique fourni par ce corps, pendant la 
sixième période, retournera à sa source, c’est-à-dire au corps À, et les 
choses se trouveront dans l’état où elles étaient à la fin de la période 
cinquième. Si maintenant on écarte le corps A, et que l’on fasse mou- 
voir le piston de ef en cd, la température de lair décroitra d’autant de 
degrés qu’elle s’est accrue pendant la période cinquième, et deviendra 
celle du corps B. On peut évidemment continuer une suite d'opérations 
inverses de celles que nous avons d’abord décrites : il suffit de se placer 
dans les mêmes circonstances et d’exécuter pour chaque période un 
mouvement de dilatation au lieu d’un mouvement de compression, et 
réciproquement. 

Le résultat des premières opérations avait été la production d’une 
certaine quantité de puissance motrice et le transport du calorique du 
corps À au corps B; le résultat des opérations inverses est la consom- 
mation de la puissance motrice produite, et le retour du calorique du 
corps B au corps A; de sorte que ces deux suites d'opérations s’an- 
nulent, se neutralisent en quelque sorte l’une l’autre. 

L’impossibilité de faire produire au calorique une quantité de puis- 
sance motrice plus grande que celle que nous en avons obtenue par 
notre première suite d'opérations est maintenant facile à prouver. Elle 
se démontrera par un raisonnement entièrement semblable à celui dont 
nous avons fait usage page 4o2. Le raisonnement aura même ici un degré 
d’exactitude de plus : l’air dont nous nous servons pour développer la 


puissance motrice est ramené, à la fin de chaque cercle d'opérations, pré- 
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cisément à l’état où il se trouvait d’abord, tandis qu’il n’en était pas tout à 
fait de même pour la vapeur d’eau, ainsi que nous l'avons remarqué ee 

Nous avons choisi l'air atmosphérique comme l'instrument qui de- 
vrait développer la puissance motrice de la chaleur; mais il est évident 
que les raisonnements eussent été les mêmes pour toute autre sub- 
stance gazeuse, et même pour tout autre corps susceptible de changer 
de température par des contractions et des dilatations successives, ce 
qui comprend tous les corps de la nature, ou du moins tous ceux qui 
sont propres à réaliser la puissance motrice de la chaleur. Ainsi nous 
sommes conduits à établir la proposition générale que voici : 

La puissance motrice de la chaleur est indépendante des agents mis en 
œuvre pour la réaliser; sa quantité est fixée uniquement par les tempéra- 
tures des corps entre lesquels se fait, en dernier résultat, le transport du 
calorique. 

Il faut sous-entendre ici que chacune des méthodes de développer la 
puissance motrice atteint la perfection dont elle est susceptible. Cette 
condition se trouvera remplie si, comme nous l’avons remarqué plus 
haut, il ne se fait dans les corps aucun changement de température 
qui ne soit di à un changement de volume, ou, ce qui est la même 
chose autrement exprimée, s’il n’y a jamais de contact entre des corps 
de températures sensiblement différentes. 

Les diverses méthodes de réaliser la puissance motrice peuvent être 
prises, d’ailleurs, soit dans l’emploi de substances diverses, soit dans 
l'emploi de la même substance à deux états différents, par exemple, 
d’un gaz à deux densités différentes. 


(") Nous supposons implicitement, dans notre démonstration, que lorsqu'un corps a 
éprouvé des changements quelconques, et qu'après un certain nombre de transformations il 
est ramené identiquement à son état primitif, c’est-à-dire à cet état considéré relativement à 
la densité, à la température, au mode d’agrégation, nous supposerons, dis-je, que ce corps se 
trouve contenir la même quantité de chaleur qu’il contenait d’abord, ou autrement que les 
quantités de chaleur absorbées ou dégagées dans ses diverses transformations sont exacte- 
ment compensées. Ce fait n’a jamais été révoqué en doute; il a été d’abord admis sans ré- 
flexion et vérifié ensuite dans beaucoup de cas par les expériences du calorimètre. Le nier, 
ce serait renverser toute la théorie de la chaleur à laquelle il sert de base. Au reste, pour le 
dire en passant, les principaux fondements sur lesquels repose la théorie de la chaleur au- 
raient besoin de l'examen le plus attentif. Plusieurs faits d'expérience paraissent à peu près 
inexplicables dans l’état actuel de cette théorie, 
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Ceci nous conduit naturellement à des recherches intéressantes sur 
les fluides aériformes, recherches qui nous meneront d’ailleurs à de 
nouveaux résultats sur la puissance motrice de la chaleur, et nous don- 
neront les moyens de vérifier, dans quelques cas particuliers, la pro- 
position fondamentale ci-dessus énoncée (*). 

On remarquera facilement que notre démonstration eût été sim- 
plifiée en supposant les températures des corps A et B fort peu diffé- 
rentes entre elles. Alors les mouvements du piston se trouvant fort peu 
étendus pendant les périodes 3 et 5, ces périodes eussent pu être sup- 
primées sans influence sensible sur la production de la puissance mo- 
trice. Un fort petit changement de volume doit suffire, en effet, pour 
produire un fort petit changement de température, et ce petit change- 
ment de volume est négligeable à côté de celui des périodes 4 et 6, 

dont l’étendue est illimitée. | 
= Si l’on supprime les périodes 3 et 5 dans la série d'opérations ci- 
dessus décrite, elle se réduit aux suivantes : 

1° Contact du gaz renfermé en abcd (fig. 2) avec le corps A, passage 
du piston de cd en ef; 


Fig. 2. Fig. 3. 


b' 


2° Éloignement du corps A, contact du gaz renfermé en abef avec 
le corps B, retour du piston de ef en cd; 

3° Eloignement du corps B, contact du gaz avec le corps A, passage 
du piston de cd en ef, c’est-à-dire renouvellement de la période pre- 
mière, et ainsi de suite. 


(') Nous supposerons, dans ce qui va suivre, le lecteur au courant des derniers progrès 
de la Physique moderne, en ce qui concerne les substances gazeuses et la chaleur. : 
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La puissance motrice résultant de l’ensemble des opérations 1, 2 
sera évidemment la différence entre celle qui est produite par l’expan- 
sion du gaz, tandis qu'il se trouve à la température du corps A, et celle 
qui est consommée pour comprimer ce gaz, tandis qu'il se trouve à la 
température du corps B. | 

Supposons que les opérations 1, 2 soient exécutées sur deux gaz de 
natures chimiques différentes, mais pris sous la même pression, sous la 
pression atmosphérique, par exemple; ces deux gaz se comporteront 
absolument l’un comme l’autre dans les mêmes circonstances, c’est-à- 
dire que leurs forces expansives, primitivement égales entre elles, de- 
meureront toujours égales, quelles que soient les variations de volume 
et de température, pourvu que ces variations soient les mêmes de part 
et d’autre. Cela résulte évidemment des lois de Mariotte et de MM. Gay- 
Lussac et Dalton, lois communes à tous les fluides élastiques, et en 
vertu desquelles les mêmes rapports existent pour tous ces fluides entre 
le volume, la force expansive et la température. 

Puisque deux gaz différents, pris à la même température et sous la 
même pression, doivent se comporter l’un comme l’autre dans les mêmes 
circonstances, si on leur fait subir à tous deux les opérations ci-dessus 
décrites, ils devront donner naissance à des quantités de puissance mo- 
trice égales. Or cela suppose, d’après la proposition fondamentale que 
nous avons établie, l'emploi des deux quantités égales de calorique, 
c’est-à-dire cela suppose que la quantité de calorique passée du corps A 
au corps B est la même, soit que l’on opère sur l’un des gaz, soit que 
l’on opère sur l’autre. 

La quantité de calorique passée du corps A au corps B est évidem- 
ment celle qui est absorbée par le gaz dans son extension de volume, 
ou celle que ce gaz abandonne ensuite par la compression. Nous sommes 
donc conduits à établir la proposition suivante : 

Lorsqu'un gaz passe, sans changer de température, d’un volume et 
d'une pression déterminés a un autre volume et à une autre pression 
également déterminés, la quantité de calorique absorbée ou abandonnée 
est toujours la même, quelle que soit la nature du gaz choisi comme sujet 
d'expérience. 

Soit, par exemple, 1 litre d’air à la température de 100 degrés et sous 
la pression d’une atmosphère; si l’on double le volume de cet air et qu’on 
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veuille le maintenir à la température de 100 degrés, il faut lui fournir 
une certaine quantité de chaleur. Or cette quantité sera précisément 
la même si, au lieu d’opérer sur l’air, on opère sur le gaz acide carbo- 
nique, sur l’azote, sur l'hydrogène, sur la vapeur d’eau, d’alcool, c’est- 
a-dire si l’on double le volume de 1 litre de ces gaz pris à la tempéra- 
ture de roo degrés et sous la pression atmosphérique. 

Il en serait de même, dans un sens inverse, si, au lieu de doubler le 
volume des gaz, on le réduisait à moitié par la compression. 

La quantité de chaleur que les fluides élastiques dégagent ou absor- 
bent dans leurs changements de volume n’a jamais été mesurée par au- 
cune expérience directe, expérience qui offrirait sans doute de grandes 
difficultés; mais il existe .une donnée qui est à peu près l’équivalent 
pour nous : cette donnée a été fournie par la théorie du son; elle 
mérite beaucoup de confiance, à cause de la rigueur des considéra- 
tions par lesquelles on est parvenu à l’établir. Voici en quoi elle con- 
siste : 

L'air atmosphérique doit s’élever de r degré centigrade, lorsqu'il 


z A : 5 8 I 
éprouve par la compression subite une réduction de volume de —=(*). 


Les expériences sur la vitesse du son ayant été faites dans l’air sous 
la pression de 760 millimètres de mercure, et à la température de 6 de- 
grés, c’est seulement à ces deux circonstances que doit se rapporter 
notre donnée. Nous la rapporterons cependant, pour plus de facilité, 
à la température o degré, qui en diffère peu. 

L L , I LA La x 14 bd 4 L = 

L’air comprimé de —» et élevé par la de 1 degré, ne diftere de l'air 
échauffé directement de 1 degré que par sa densité. Le volume primitif 
2 a . I , . “ I 
étant supposé V, la compression de — le réduit à V— == V. 

L’échauffement direct sous pression constante doit, d’après la règle 


de M. Gay-Lussac, augmenter le volume de Pair de 5 de ce qu’il serait 


(‘) M. Poisson, à qui cette donnée est due, a fait voir qu’elle s’accorde assez bien avec le 
résultat d’une expérience de MM. Clément et Desormes sur la rentrée de lair dans le vide, 
ou plutôt dans lair un peu raréfié. Elle s'accorde aussi, à quelque chose près, avec certain 
résultat trouvé par MM. Gay-Lussac et Welter. (Voir la note, p. 424.) 
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à o degré; ainsi l’air est, d’une part, réduit au volume V — martes de 
’ Q PA T 
l’autre, il est porté à V +—— V. 
267 À 
La différence entre les quantités de chaleur que possède l’air dans 


l’un et l’autre cas est évidemment la quantité employée à l’élever direc- 
tement de 1 degré : ainsi donc la quantité de chaleur que l’air absorbe- 


. I T , . 
rait en passant du volume V— = V au volume V + ota V est égale a 


“ 


celle qui est nécessaire pour l’élever de 1 degré. 

Imaginons maintenant que, au lieu d’échauffer de 1 degré l’air soumis 
à une pression constante et pouvant se dilater librement, on le renferme 
dans une capacité inextensible, et qu’en cet état on lui fasse acquérir 
1 degré de température. L’air ainsi échauffé de 1 degré ne différera de 


atte ae, I I MIE 
— que par sg ee 

l'air comprimé de —= que par son volume plus grand de —=- Ainsi 

donc la quantité de chaleur que l’air abandonnerait par une réduction 


I , . : . . , 
de volume de — est égale à celle qu’il exigerait pour s'élever de 1 de- 
110 


gré centigrade sous volume constant. Comme les différences entre les 
I I . . 
volumes V— = V, V et V+ sore sont petites relativement aux vo- 


lumes eux-mémes, on peut regarder les quantités de chaleur absorbées 
par l'air, en passant du premier de ces volumes au second, et du pre- 
mier au troisième, comme sensiblement proportionnelles aux change- 
ments de volume. On se trouve done conduit à établir la relation 
suivante : 

La quantité de chaleur nécessaire pour élever de 1 degré l’air sous 
pression constante est 4 la quantité de chaleur nécessaire pour élever 
de 1 degré le méme air sous volume constant dans le rapport des 
nombres 

I I x I 
FC a 267 a pre 
ou bien, en multipliant de part et d'autre par 116 . 267, dans le rapport 
des nombres 267 + 116 à 267. 

Cest donc là le rapport qui existe entre la capacité de l'air pour la 
chaleur sous pression constante et sa capacité sous volume constant. Si 
la première de ces deux capacités est exprimée par l'unité, l’autre sera 


SUR LA PUISSANCE MOTRICE DU FEU. av 


CRpARÉe par le chiffre TEST ou à peu près 0,700; leur différence, 
I— 0,700 ou 0,300, exprimera évidemment la quantité de chaleur 
destinée à produire augmentation de volume de l'air lorsqu'il est 
échauffé de 1 degré sous pression constante. | 

D’après la loi de MM. Gay-Lussac et Dalton, cette augmentation de 
volume serait la même pour tous les autres gaz; d’après le théorème 
démontré page 414, la chaleur absorbée par des augmentations égales de 
volume est la même pour tous les fluides élastiques; nous sommes donc 
conduits à établir la proposition suivante : 

La différence entre la chaleur spécifique sous pression constante et la 
chaleur spécifique sous volume constant est la même pour tous les gaz. 

Il faut remarquer ici que tous les gaz sont supposés pris sous la même 
pression, la pression atmosphérique, par exemple, et qu’en outre les 
chaleurs spécifiques sont mesurées par rapport aux volumes. 

Rien ne nous est plus aisé maintenant que de dresser une Table des 
chaleurs spécifiques des gaz sous volume constant, d’après la connais- 
sance de leurs chaleurs spécifiques sous pression constante. Nous pré- 
sentons ici cette Table, dont la première colonne est le résultat des 
expériences directes de MM. Delaroche et Bérard, sur la chaleur 
spécifique des gaz soumis à la pression atmosphérique, et dont la se- 
conde colonne est composée des nombres de la première diminués 
de 0,300. 

Table de la chaleur spécifique des gaz. 


CHALEUR CHALEUR 
spécifique spécifique 
NOMS DES GAZ. RAA Te peeing 
sous pression sous volume 
constante. constant. 
! | 
| Air atmosphérique............+. 1,000 0,700 
| Gaz hydrogène. #54, see 5 0,903 0,603 
: Acide carbonique... .-..,....... 1,258 0,958 
| CNED Me mer nse drive 0,976 0,676 
PO NTOL Ore AE enr duels roro I ,000 0,700 
| Protoxydeid'azole.h..m 5 cuss 1,350 1,050 
WESC AZA OLE MUAIN Grete eiatecs kel styehasis nr 1,553 1,253 
| Oxyde de carbone............... 1,034 0,734 
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Les nombres de la première colonne et ceux de la scenes sont ici 
rapportés à la même unité, à la chaleur spécifique de le air atmosphé- 
rique sous pression constante. , 

La différence entre chaque nombre de la première colonne et le 
nombre correspondant de la seconde étant constante, le rapport entre 
ces nombres doit être variable : ainsi le rapport entre la chaleur spé- 
cifique des gaz sous pression constante et la chaleur pena? sous 
volume constant varie lorsqu’on passe d’un gaz à un autre. 

Nous avons vu que l’air, lorsqu'il éprouve une A Hole A subite 
de ;+, de son volume, s’élève de 1 degré. Les autres gaz, par une com- 
pression semblable, doivent s’élever aussi de température : ils doivent 
s'élever, mais non pas également en raison inverse de leur chaleur 
spécifique sous volume constant. En effet, la réduction de volume étant 
par hypothèse toujours la même, la quantité de chaleur due à cette 
réduction doit étre aussi toujours la méme, et par conséquent doit pro- 
duire une élévation de température dépendant seulement de la cha- 
leur spécifique acquise par le gaz apres sa compression, et évidemment 
en raison inverse de cette chaleur spécifique. Il nous est done facile 
de former la Table des élévations de température des différents gaz 
pour une compression de +. 

La voici : 

Tableau de l'élévation de température des gaz par l'effet 
de la compression. 


ÉLÉVATION 
de température 
NOMS DES GAZ, pour une 
réduction de volume 


Air’atmosphériques en, 4 ste 
Ca NY OPARONG ss gene mes den nt cee aoe 
Acide-carboniqqae. sas vs << scan ae oer es 
01a es ae Da to also fear = 
Azote 


PUMP the ol Gm se WSOC SOS. 8.0 Be ee de a ee ee te 
ON EC EL ROC ME Cae) Se CE UE UC dl es 


D essor esse 


SE 
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Une nouvelle compression de 1 zie (du volume varié) élèverait encore, 
comme on le verra bientôt, la pomp orattire de ces gaz d’une quantité a 
peu pres égale à la première; mais il n’en serait pas de même d’une 
troisième, d’une quatrième, d’une centième compression pareille. La 
capacité des gaz pour la chaleur change avec leur volume; il est très- 
possible qu’elle change aussi avec la température. 

Nous allons maintenant déduire de la proposition générale énoncée 
p- 4r2 un second théorème qui servira de complément à celui qui vient 
d’être démontré. 

Imaginons que le gaz renfermé dans la capacité cylindrique abcd 
(fig. 2) soit transporté dans la capacité a’ b'c'd' (fig: 3), d’égale hau- 
teur, mais de base différente et plus étendue : ce gaz augmentera de 
volume, diminuera de densité et de force élastique dans le rapport in- 
verse des deux volumes abcd, a'b'c'd'. Quant à la pression totale 
exercée sur chaque piston cd, c'd', elle sera la même de part et d’autre, 
car la surface de ces pistons est en raison directe des volumes. 

Supposons que l’on exécute sur le gaz renfermé en a‘b'c'd' les opé- 
rations décrites p. 413, et qui étaient censées faites sur le gaz renfermé 
en abcd, c’est-à-dire supposons que l’on donne au piston c’d’ des 
mouvements égaux en amplitude à ceux du piston cd, qu’on lui fasse 
occuper successivement les positions c’d’ correspondant à cd, et e’ f” 
correspondant à e/, et qu’en même temps on fasse subir au gaz, par 
le moyen des deux corps A, B, les mêmes variations de température 
que lorsqu'il était renfermé en abcd: l'effort total exercé sur le piston 
se trouvera être, dans les deux cas, toujours le même aux instants cor- 
respondants. Cela résulte uniquement de la loi de Mariotte ('); en 


(') La loi de Mariotte, sur laquelle nous nous fondons ici pour établir notre démonstra- 
tion, est une des lois physiques les mieux constatées. Elle a servi de base à plusieurs théories 
vérifiées par l'expérience, et qui vérifient à leur tour les lois sur lesquelles elles sont assises. 
On peut citer encore comme vérification précieuse de la loi de Mariotte et aussi de celle de 
MM. Gay-Lussac et Dalton, pour un grand intervalle de température, les expériences de 
MM. Dulong et Petit. (Voir Annales de Chimie et de Physique, février 1818, t. VII, p. 122.) 
On peut citer encore des expériences plus récentes de MM. Davy et Faraday. 

Les théorèmes que nous déduisons ici ne seraient peut-être pas exacts si on les appliquait 
hors de certaines limites, soit de densité, soit de température; ils ne doivent étre regardés 
comme vrais que dans les limites où les lois de Mariotte et de MM. Gay-Lussac et Dalton 


sont elles-mémes constatées. 
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effet, les densités des deux gaz conservant toujours entre elles les 
mêmes rapports pour des positions semblables des pistons, et les tem- 
pératures étant toujours égales de part et d'autre, les pressions totales 
exercées sur les pistons conserveront toujours le même rapport entre 
elles. Si ce rapport est, à un instant quelconque, celui d'égalité, les 
pressions seront toujours égales. 

Comme, d’ailleurs, les mouvements des deux pistons ont des ampli- 
tudes égales, la puissance motrice produite de part et d’autre sera évi- 
demment la même : d’où l’on doit conclure, d’après la proposition de 
la page 412, que les quantités de chaleur employées de part et d’autre 
sont les mêmes, c’est-à-dire qu’il passe du corps A au corps B la même 
quantité de chaleur dans les deux cas. 

La chaleur empruntée au corps A et rendue au corps B n’est autre 
chose que la chaleur absorbée par la raréfaction du gaz et dégagée en- 
suite par sa compression. Nous sommes done conduits à établir le 
théorème suivant : 

Lorsqu'un fluide élastique passe sans changer de température du vo- 
lume U au volume V, et qu'une pareille quantité pondérable du même 
gaz passe sous la même température du volume U' au volume V’, si le 
rapport de U' à V' se trouve le même que le rapport de U à V, les 
quantités de chaleur absorbées ou dégagées dans l’un et l’autre cas seront 
égales entre elles. 

Ce théorème peut être énoncé d’une autre manière que voici: 

Lorsqu'un gaz varie de volume sans changer de température, les quan- 
tués de chaleur absorbées ou dégagées par ce gaz sont en progression 
arithmétique, si les accroissements ou les réductions de volume se trouvent 
étre en progression géométrique. 

Lorsque l’on comprime un litre d’air maintenu à la température 
de 10 degrés, et qu’on le réduit à + litre, il se dégage une certaine quan- 
tité de chaleur. Cette quantité se trouvera toujours la même si l’on ré- 
duit de nouveau le volume de { litre à + de litre, de 4 de litre a4, 
ainsisde suite. 

Si, au lieu de comprimer l’air, on le porte successivement à 2 litres, 
4 litres, 8 litres, etc., il faudra lui fournir des quantités de chaleur 
toujours égales pour maintenir la température au même degré. 

Ceci rend facilement raison de la température élevée à laquelle par- 
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vient air par une compression rapide. On sait que cette température 
suffit pour enflammer l’amadou, et même pour que l'air devienne {umi-_ 
neux. Si l’on suppose pour un instant la chaleur spécifique de lair 
constante, malgré les changements de volume et de température, la 
température croîtra en progression arithmétique, pour des réductions 
de volume en progression géométrique. En partant de cette donnée 
et admettant qu’un degré d’élévation dans la température correspond 
à une compression de, on arrivera facilement à conclure que l'air 
réduit à - de son volume primitif doit s’élever d’environ 300 degrés, 
degré suffisant pour enflammer l’amadou ('). 

L'élévation de température doit être évidemment encore plus consi- 
dérable si la capacité de l'air pour la chaleur devient moindre à 
mesure que son volume diminue; or c’est ce qui est présumable, et 
c’est même ce qui semble résulter des expériences de MM. Delaroche 
et Bérard sur le calorique spécifique de Pair pris à diverses densités. 
(Voir le Mémoire imprimé dans les Annales de Chimie, t. LXXXV, 


p.722) 


‘ é I : on a ; 115 , 
(') Lorsque le volume est réduit de 716’ © est-a-dire lorsqu’il devient A de ce qu’il 


était d’abord, la température s’éléve de 1 degré. 
‘ : 5\2 ns 
Une nouvelle réduction de = porte le volume a ee » et la température doit s’élever 


d’un nouveau degré. 
“ 5 a , 0 ’ 2 
Après æ réductions pareilles, le volume devient (+) » et la température doit s’étre éle- 
vée de x degrés. 


Si l’on pose (=e) = 7 et que l’on prenne les logarithmes de part et d’autre, on trouve 


x = 300° environ. 


Si |’ e ER te on trouve 
i l'on pose | 5) = 5? 


L'HOO 


Ce qui montre que l’air comprimé de moitié s’élève de 80 degrés. 

Tout ceci est subordonné à l'hypothèse que la chaleur spécifique de l’air ne change pas 
quoique le volume diminue ; mais si, d’après les raisons exposées ci-après, pages 423 et 425, on 
regarde la chaleur spécifique de lair comprimé de moitié comme réduite dans le rapport de 

700 


700 à 616, il faut multiplier le nombre 80 degrés par Gi’ © qui le porte à go degrés. 
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Les deux théorèmes énoncés p. 414 et 420 suffisent pour comparer 
entre elles les quantités de chaleur absorbées ou dégagées dans les 
changements de volume des fluides élastiques, quelles que soient d’ail- 
leurs la densité et la nature chimique de ces fluides, pourvu toutefois 
qu’ils soient tous pris et maintenus à une certaine température inva- 
riable; mais ces théoremes ne fournissent aucun moyen de comparer 
entre elles les quantités de chaleur dégagées ou absorbées par des 
fluides élastiques qui changent de volume à des températures diffé- 
rentes. Ainsi nous ignorons quel rapport existe entre la chaleur dé- 
gagée par un litre d’air réduit à moitié, la température étant mainte- 
nue à zéro, et la chaleur dégagée par le même litre d'air réduit a 
moitié, la température étant maintenue à 100 degrés. La connaissance 
de ce rapport est liée à celle de la chaleur spécifique des gaz à divers 
degrés de température et à quelques autres données que la Physique 
actuelle refuse de nous fournir. 

Le second de nos théorèmes nous offre un moyen de connaitre sui- 
vant quelle loi varie la chaleur spécifique des gaz avec leur densité. 

Admettons que les opérations décrites p. 413, au lieu de s’exécuter 
avec deux corps A, B, dont les températures diffèrent entre elles d’une 
quantité infiniment petite, s’exécutent avec deux corps dont les tempé- 
ratures diffèrent entre elles d’une quantité finie, de 1° par exemple. 
Dans un cercle complet d'opérations, le corps A fournit au fluide élas- 
tique une certaine quantité de chaleur, qui peut être divisée en deux 
portions : 1° celle qui est nécessaire pour maintenir la température du 
fluide à un degré constant pendant la dilatation; 2° celle qui est néces- 
saire pour faire revenir le fluide de la température du corps B à la tem- 
pérature du corps A, lorsque, après avoir ramené ce fluide à son volume 
primitif, on le remet en contact avec le corps A. Nommons a la pre- 
mière de ces quantités et b la seconde; le calorique total fourni par le 
corps À. sera exprimé par a+ b. 

Le calorique transmis par le fluide au corps B peut aussi se diviser 
en deux parties : l’une, 6’, due au refroidissement du gaz par le corps 
B; l’autre, a’, que le gaz abandonne par l’effet de sa réduction de 
volume. La somme de ces deux quantités est a’ + b'; elle doit être 
égale à a+ 6, car, après un cercle complet d'opérations, le gaz est 
ramené identiquement à son état primitif. Il a dû céder tout le calo- 
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rique qui lui avait d’abord été fourni. Nous avons donc 


at+b=a'+0U’, 
ou bien 
a— dd —b—b. 


Or, d’après le théorème énoncé p- 420, les quantités @ et a’ sont indé- 
pendantes de la densité du gaz, pourvu toutefois que la quantité pon- 
dérable reste la méme, et que les variations de volume soient propor- 
tionnelles au volume primitif. La différence a — a’ doit remplir les 
mêmes conditions, et par conséquent aussi la différence b’— b qui lui 
est égale. Mais L' est le calorique nécessaire pour élever d’un degré le 
gaz renfermé en abcd (fig. 2); b' est le calorique abandonné par le 
gaz, lorsque, renfermé en abef, il se refroidit de 1 degré; ces quantités 
peuvent servir de mesure aux chaleurs spécifiques. Nous sommes donc 
conduits à établir la proposition suivante : 

Le changement opéré dans la chaleur spécifique d'un gaz par suite 
d’un changement de volume dépend uniquement du rapport entre le vo- 
lume primitif et le volume varié. C’est-a-dire que la différence des cha- 
leurs spécifiques ne dépend pas de la grandeur absolue des volumes, 
mais seulement de leur rapport. 

Cette proposition peut être énoncée d’une autre manière que voici: 

Lorsqu'un gaz augmente de volume en progression géométrique, sa cha- 
leur spécifique s'accroît en progression arithmétique. 

Ainsi a étant la chaleur spécifique de l’air pris à une densité donnée, 
et a + À la chaleur spécifique pour une densité moitié moindre, elle 
sera, pour une densité égale au quart, a + 2h; pour une densité égale 
au huitième, a + 3h; ainsi de suite. 

Les chaleurs spécifiques sont ici rapportées aux poids. Elles sont 
supposées prises sous volume invariable; mais, ainsi qu’on va le voir, 
elles suivraient la méme loi si elles étaient prises sous pression con- 
stante. 

A quelle cause est due en effet la différence entre les chaleurs spéci- 
fiques prises sous volume constant et sous pression constante ? Au 
calorique nécessaire pour produire dans le second cas I’ augmentation 
de volume. Or, d’après la loi de Mariotte, l'augmentation de volume 
d’un gaz doit étre, pour un changement apne. de température, une 
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fraction déterminée du volume primitif, une fraction indépendante de 
la pression. D’après le théorème énoncé p. 420, si le rapport entre le 
volume primitif et le volume varié est donné, la chaleur nécessaire 
pour produire l’augmentation de volume est par là déterminée. Elle 
dépend uniquement de ce rapport et de la quantité pondérable du 
gaz. Il faut donc conclure que: 

La différence entre la chaleur spécifique sous pression constante et la 
chaleur spécifique sous volume constant est toujours la méme, quelle que 
soit la densité du gaz, pourvu que la quantité pondérable reste la même. 

Ces chaleurs spécifiques augmentent toutes deux à mesure que la 
densité du gaz diminue, mais leur différence ne varie pas (*). 

Puisque la différence entre les deux capacités pour la chaleur est 
constante, si l’une s’accroit en progression arithmétique, l’autre doit 
suivre une progression semblable : ainsi notre loi est applicable aux 
chaleurs spécifiques prises sous pression constante. 

Nous avons supposé tacitement l’augmentation de la chaleur spéci- 
fique avec celle du volume. Cette augmentation résulte des expériences 
de MM. Delaroche et Bérard : en effet, ces physiciens ont trouvé 
0,967 pour la chaleur spécifique de l’air sous la pression de r mètre de 
mercure (Vorr le Mémoire. déjà cité), en prenant pour unité la cha- 
leur spécifique du même poids d’air sous la pression de o™, 760. 

D’après la loi que suivent les chaleurs spécifiques par rapport aux 


(‘) MM. Gay-Lussac et Welter ont trouvé par des expériences directes, citées dans la Aé- 
canique céleste, et dans les Annales de Chimie et de Physique, juillet 1822, p. 267, que le 
rapport entre la chaleur spécifique sous pression constante et la chaleur spécifique sous vo- 
lume constant varie très-peu avec la densité du gaz. D’après ce que l’on vient de voir, c’est 
la différence qui doit rester constante, et non le rapport. Comme, d’ailleurs, la chaleur spé- 
cifique des gaz, pour un poids donné, varie très-peu avec la densité, il est tout simple que 
le rapport n’éprouve lui-même que de petits changements. 

Le rapport entre la chaleur spécifique de lair atmosphérique sous pression constante et 
sous volume constant est, d’après MM. Gay-Lussac et Welter, 1,3748, nombre à peu près 
constant pour toutes les pressions et même pour toutes les températures. Nous sommes par- 
267 + 116 

267 
nous nous sommes servis de ce nombre pour dresser une Table des chaleurs spécifiques des 
gaz sous volume constant. Ainsi il ne faut pas regarder cette Table comme bien exacte, non 
plus que la Table donnée p. 425. Ces Tables sont destinées principalement à mettre sé évi- 
dence les lois que suivent les chaleurs spécifiques des fluides aériformes. 


venus, par d’autres considérations, au nombre = 1,44, qui en diffère de agit 
y 20 
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pressions, il suffit de les avoir observées dans deux cas particuliers 
pour les conclure dans tous les cas possibles : c’est ainsi que, en faisant 
usage du résultat d'expérience de MM. Delaroche et Bérard, qui vient 
d’être rapporté, nous avons dressé la Table suivante des chaleurs spéci- 
fiques de l'air sous diverses pressions. 


CHALEUR SPÉCIFIQUE, CHALEUR SPÉCIFIQUE, 
PRESSION celle de l’air PRESSION celle de l'air 
sous sous 
pression atmosphérique || ©? atmosphères. | pression atmosphérique 
étant 1, étant 1. 


en atmosphères. 


1,840 1,000 
1,756 0,916 
1,672 | | 0,832 
1,588 
1,504 
1,420 
1,336 


1,252 


1,165 


1,084 


1 
64 
T 
32 
I 
16 
I 
8 
I 
4 
I 
2 
I 


I ,000 


La premiere colonne est, comme on voit, une progression géomé- 
trique, et laseconde une progression arithmétique. 

Nous avons étendu la Table jusqu’à des compressions et des raréfac- 
tions extrêmes. Il est à croire que l’air, avant d’acquérir une densité 
1024 fois sa densité ordinaire, c’est-à-dire avant de devenir plus dense 
que l’eau, se serait liquéfié. Les chaleurs spécifiques s’annuleraient et 
même deviendraient négatives en prolongeant la Table au delà du der- 
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nier terme. Nous pensons, au reste, que les chiffres de la seconde colonne 
décroissent ici en progression trop rapide. Les expériences qui servent 
de base à notre calcul ont été faites dans des limites trop resserrées 
pour que l’on puisse s'attendre à une grande justesse dans les nombres 
que nous avons obtenus, surtout dans les nombres extremes. 

Puisque nous connaissons d’une part la loi suivant laquelle la cha- 
leur se dégage par la compression des gaz, et de l’autre la loi suivant 
laquelle varie la chaleur spécifique avec le volume, il nous sera facile 
de calculer les accroissements de température d’un gaz que l’on com- 
prime sans lui laisser perdre de calorique. En effet la compression peut 
être censée décomposée en deux opérations successives : 1° compres- 
sion à température constante, 2° restitution du calorique émis. La 
température s’élèvera, par cette seconde opération, en raison inverse 
de la chaleur spécifique acquise par le gaz apres sa réduction de 
volume, chaleur spécifique que nous savons calculer au moyen de la 
loi démontrée ci-dessus. La chaleur dégagée par la compression doit, 


d’après le théorème de la page 420, être représentée par une expression 
de la forme 
s — À +Blogv, 


s étant cette chaleur, ¢ le volume du gaz après la compression, A et B 
des constantes arbitraires dépendant du volume primitif du gaz, de sa 
pression et des unités dont on fait choix. 

La chaleur spécifique, variant avec le volume, suivant la loi démon- 


trée tout à l'heure, doit être représentée par une expression de la 
forme 


z — A" + B' logy, 


A’ et B’ étant des constantes arbitraires différentes de A et B. 
L’accroissement de température acquis par le gaz par l'effet de la 


‘ À h Ê A +B loge 
compression est proportionnel au rapport z Ou au rapport KB loge’ 
Il peut être représenté par ce rapport lui-même : ainsi, en le nom- 
mant z, nous aurons 

__A<+Blogve 

7 A'+B'loge 


Si le volume primitif du gaz est 1 et la température primitive zéro, on 
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aura à la fois to, logv=o, d’où A=o; # exprimera alors non-seule- 
ment l’accroissement de température, mais la température elle-même 
au-dessus du zéro thermométrique. 

Il ne faudrait pas considérer la formule que nous venons de donner 
comme applicable à de très-grands changements de volume des gaz. 
Nous avons regardé l’élévation de température comme étant en raison 
inverse de la chaleur spécifique; ce qui suppose implicitement la cha- 
leur spécifique eonstante à toutes les températures. De grands change- 
ments de volume entrainent dans le gaz de grands changements de 
température, et rien ne nous prouve la constance de la chaleur spéci- 
fique à divers degrés, surtout à des degrés fort éloignés les uns des 
autres. Cette constance n’est qu’une hypothèse, admise pour les gaz 
par analogie, vérifiée passablement pour les corps solides et liquides 
dans une certaine étendue de l'échelle thermométrique, mais dont les 
expériences de MM. Dulong et Petit ont fait voir l’inexactitude lors- 
qu’on veut l’étendre à des températures fort au-dessus de 100 de- 


grés (!). 


(‘) On ne voit pas de raison pour admettre @ priori la constance de la chaleur spécifique 
des corps à diverses températures, c’est-à-dire pour admettre que des quantités égales de 
. chaleur produiront des accroissements égaux dans le degré thermométrique d’un corps, 
quand même ce corps ne changerait ni d’état ni de densité; quand ce serait, par exemple, un 
fluide élastique renfermé dans une capacité inextensible. Des expériences directes sur des 
corps solides et liquides avaient prouvé que, entre zéro et 100 degrés, des accroissements 
égaux dans les quantités de chaleur produisaient des accroissements à peu près égaux dans 
les degrés de température; mais les expériences plus récentes de MM. Dulong et Petit 
(Voir Annales de Chimie et de Physique, février, mars et avril 1818) ont fait voir que cette 
correspondance ne se soutenait plus à des températures fort au-dessus de 100 degrés, soit 
que ces températures fussent mesurées sur le thermomètre à mercure, soit qu’elles fussent 
mesurées sur le thermomètre à air. 

Non-seulement les chaleurs spécifiques ne restent pas les mêmes aux diverses tempéra- 
tures, mais, en outre, elles ne conservent pas entre elles les mêmes rapports; de sorte qu’au- 
cune échelle thermométrique ne pourrait établir la constance de toutes les chaleurs spécifi- 
ques à la fois. Il eût été intéressant de vérifier si les mêmes irrégularités subsistent pour les 
substances gazeuses ; mais les expériences présentaient ici des difficultés presque insurmon- 
tables. | , 

Les irrégularités des chaleurs spécifiques des corps solides pourraient être attribuées, ce 
nous semble, à de la chaleur latente, employée à produire un commencement de fusion, un 
ramollissement qui se fait sentir dans la plupart de ces corps, longtemps avant la fusion 
compléte. On peut appuyer cette opinion de la remarque suivante : d’après les expériences 


54. 
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D'après une loi due à MM. Clément et Desormes, loi établie par la 
voie de l’expérience directe, la vapeur d’eau, sous quelque pression 
qu’elle soit formée, contient toujours, à poids égaux, la même quantité 
de chaleur, ce qui revient à dire que la vapeur comprimée ou dilatée 
mécaniquement sans perte de chaleur sera toujours constituée à satu- 
ration de l’espace, si elle est primitivement ainsi constituée. La vapeur 
d’eau ainsi constituée peut donc être regardée comme un gaz perma- 
nent; elle doit en observer toutes les lois. Par conséquent la formule 


A + Blogv 
A + B'logv 


cS 


doit lui étre applicable, et se trouver en concordance avec la Table des 
tensions résultant des expériences directes de M. Dalton. 

On peut s’assurer en effet que notre formule, par une détermination 
convenable des constantes arbitraires, représente d’une manière fort 
approchée les résultats de l'expérience. Les petites anomalies que l’on 
peut y rencontrer n’excèdent pas celles qui doivent être attribuées rai- 
sonnablement aux erreurs d'observation (‘). 

Nous reviendrons ici à notre sujet principal, dont nous nous sommes 
déjà trop écartés, à la puissance motrice de la chaleur. 

Nous avons fait voir que la quantité de puissance motrice développée 
par le transport du calorique d’un corps à un autre dépendait essen- 
tiellement des températures des deux corps, mais nous n’avons pas fait 
connaitre de relation entre ces températures et les quantités de puis- 
sance motrice produites. Il semblerait d’abord assez naturel de sup- 
poser que, pour des différences égales de température, les quantités de 


mêmes de MM. Dulong et Petit, l’accroissement de chaleur spécifique avec la température 
est plus rapide dans les solides que dans les liquides, quoique ceux-ci jouissent d’une dila- 
tabilité plus considérable. La cause d’irrégularité que nous venons de signaler, si elle est 
réelle, disparaîtrait entièrement dans les gaz. 

(') Pour déterminer les constantes arbitraires, A, B, A’, B', d’après des résultats choisis 
dans la Table de M. Dalton, il faut commencer par calculer le volume de la vapeur d’après sa 
pression et sa température, ce qui est chose facile au moyen des lois de Mariotte et de 
M. Gay-Lussac, la quantité pondérable de la vapeur étant d’ailleurs fixée. 

Le volume sera donné par l'équation 
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puissance motrice produites sont égales entre elles, c’est-à-dire que, 
par exemple, le passage d’une quantité donnée de calorique d’un 
EE ————]———— ee eee ee 
dans laquelle » est ce volume, ¢ la température, p la pression, et c une quantité constante, 
dépendant du poids de la vapeur et des unités dont on a fait choix. 


Voici la Table des volumes occupés par un gramme de vapeur formée à diverses tempé- 
ratures et, par conséquent, sous diverses pressions : 


1) fo 
t ou tension 
| de la ou volume 


ou degrés yapeur exprimée d'un gramme 


a en millimètres | ge yapour exprimé 
centigrades. de k 
mercure. en litres. 


lit. 


mm: 
5,060 185,0 
17,32 58,2 
53,00 20,4 
144,6 7:96 
353,1 Silty) 
760 ,0 1,70 


Les deux premières colonnes de cette Table sont tirées du Traité de Physique de M. Biot 
(I* vol., p. 272 et 531). La troisième est calculée au moyen de la formule ci-dessus, et d’a- 
près ce résultat d’expérience que l’eau vaporisée sous la pression atmosphérique occupe un 
espace 1700 fois aussi grand qu’à l’état liquide. 

En faisant usage de trois nombres de la première colonne et des trois nombres correspon- 
dants de la troisième colonne, on déterminera facilement les constantes de notre équation 


__A+Bloge 
7 A'+ B' loge 
Nous n’entrerons pas dans les détails du calcul nécessaire pour déterminer ces quantités : 
il nous suffira de dire que les valeurs suivantes : 
À = 2268, A' = 19,64, 
B= —1000, . B’= 3,30, 


satisfont passablement bien aux conditions prescrites, de sorte que l’équation 


2268 — 1000 loge 


~ 19,64 + 3,30 loge 
exprime d’une manière trés-approchée la relation qui existe entre le volume de la vapeur 


et sa température. 
On remarquera ici que Ja quantité B’ est positive et fort petite, ce qui tend a confirmer 


cette proposition, que la chaleur spécifique d’un fluide élastique croît avec le volume, mais 
suivant une progression peu rapide. 
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corps A maintenu à 100 degrés à un corps B maintenu à bo degrés 
doit donner naissance à une quantité de puissance motrice égale à celle 
qui serait développée par le transport du même calorique, d’un 
corps B maintenu à bo degrés à un corps C maintenu à zéro. Une pa- 
reille loi serait sans doute fort remarquable, mais on ne voit pas de 
motifs suffisants pour l’admettre à priori. Nous allons discuter sa réa- 
lité par des raisonnements rigoureux. 

Imaginons que les opérations décrites page 413 soient exécutées suc- 
cessivement sur deux quantités d’air atmosphérique égales en poids et 
en volume, mais prises à des températures différentes; supposons en 
outre les différences de degré entre ces corps A et B égales de part 
et d’autre : ainsi ces corps auront, par exemple, dans l’un des cas, 
les températures 100° et 100° — À (A étant infiniment petit), et, dans 
l’autre, 1° et 1° — A. La quantité de puissance motrice produite est 
dans chaque cas la différence entre celle que fournit le gaz par sa dila- 
tation et celle dont il nécessite l’emploi pour revenir à son volume pri- 
mitif. Or cette différence est ici, comme on peut s’en assurer par un 
raisonnement simple que nous ne croyons pas nécessaire de détailler, 
la même dans l’un et l’autre cas : ainsi la puissance motrice produite 
est la même. 

Comparons maintenant entre elles les quantités de chaleur em- 
ployées dans les deux cas. Dans le premier, la quantité de chaleur 
employée est celle que le corps A fournit à l’air pour le maintenir à la 
température 100 degrés pendant son expansion; dans le second, c’est 
la quantité de chaleur que ce même corps doit lui fournir pour main- 
tenir sa température à 1 degré pendant un changement de volume ab- 
solument semblable. Si ces deux quantités de chaleur étaient égales 
entre elles, il en résulterait évidemment la loi que nous avons d’abord 
supposée. Mais rien ne prouve qu'il en soit ainsi; on va même voir que 
ces quantités de chaleur sont inégales. 

L'air, que nous supposerons d’abord occuper l’espace abcd (fig. 2) 
et se trouver à la température 1 degré, peut être amené à occuper l’es- 
pace abef et à acquérir la température roo degrés par deux moyens 
différents : 

1° On peut l’échauffer d’abord sans faire varier son volume, puis le 
dilater en maintenant sa température à un degré constant; 
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2° On peut commencer par le dilater, en maintenant la constance 
de la température, puis l’échauffer lorsqu'il a acquis son nouveau vo- 
lume. 

Soient a et b les quantités de chaleur employées successivement 
dans la première des deux opérations, et soient b’ et a’ les quantités 
de chaleur employées successivement dans la seconde; comme le ré- 
sultat final de ces deux opérations est le même, les quantités de cha- 
leur employées de part et d’autre doivent être égales; on a donc 


a+b=a+ pb", 
d’où 
a'— ab —b. 

a’ est la quantité de chaleur nécessaire pour faire passer le gaz de 
1 à 100 degrés, lorsqu'il occupe l’espace abef. 

a est la quantité de chaleur nécessaire pour faire passer le gaz de 
1 à 100 degrés, lorsqu'il occupe l’espace abcd. 

La densité de l’air est moindre dans le premier cas que dans le 
second, et, d’après les expériences de MM. Delaroche et Bérard, déjà 
citées page 424, sa capacité pour la chaleur doit être un peu plus 
grande. 

La quantité a’ se trouvant être plus grande que la quantité a, b doit 
être plus grand que 0’. Par conséquent, en généralisant la proposition, 
nous dirons : 

La quantité de chaleur due au changement de volume d’un gaz est 
d’autant plus considérable que la température est plus élevée. 

Ainsi, par exemple, il faut plus de calorique ‘pour maintenir à 
100 degrés la température d’une certaine quantité d’air dont on double 
le volume, que pour maintenir à r degré la température de ce même 
air pendant une dilatation absolument pareille. 

Ces quantités inégales de chaleur produiraient cependant, comme 
nous l'avons vu, des quantités égales de puissance motrice pour des 
chutes égales du calorique, prises à différentes hauteurs sur l'échelle 
thermométrique; d’où l’on peut tirer la conclusion suivante : 

La chute du calorique produit plus de puissance motrice dans les degrés 
inférieurs que dans les degrés supérieurs. 

Ainsi une quantité donnée de chaleur développera plus de puis- 


432 REFLEXIONS 


sance motrice en passant d’un corps maintenu a 1 degré à un autre 
maintenu à zéro, que si ces deux corps eussent possédé les degrés 101 
et 100. 

Du reste, la différence doit être fort petite; elle serait nulle si la 
capacité de l’air pour la chaleur demeurait constante, malgré les 
changements de densité. D’après les expériences de MM. Delaroche 
et Bérard, cette capacité varie peu, si peu même que les différences 
remarquées pourraient, à la rigueur, être attribuées à des erreurs d’ob- 
servation ou à quelques circonstances dont on aurait négligé de tenir 
compte. 

Nous sommes hors d’état de déterminer rigoureusement, avec les 
seules données expérimentales que nous possédons, la loi suivant 
laquelle varie la puissance motrice de la chaleur dans les différents 
degrés de l’échelle thermométrique. Cette loi est liée à celle des varia- 
tions de la chaleur spécifique des gaz à diverses températures, loi que 
l'expérience n’a pas encore fait connaître avec une suffisante exacti- 
tude (1). 

Nous chercherons ici à évaluer d’une manière absolue la puissance 
motrice de la chaleur, et afin de vérifier notre proposition fondamen- 
tale, afin de vérifier si l’agent mis en œuvre pour réaliser la puissance 


(‘) Si l’on admettait la constance de la chaleur spécifique d’un gaz lorsque son volume ne 
change pas, mais que sa température varie, l’analyse pourrait conduire à une relation entre 
la puissance motrice et le degré thermométrique. Nous allons faire voir de quelle manière; 
cela nous donnera d’ailleurs occasion de montrer comment quelques-unes des propositions 
établies ci-dessus doivent être énoncées en langage algébrique. 

Soit r la quantité de puissance motrice produite par l’expansion d'une quantité donnée 
d'air passant du volume 1 litre au volume r litres, sous température constante. Si augmente 
de la quantité infiniment petite de, 7 augmentera de la quantité dr, qui, d’après la nature de 
la puissance motrice, sera égale à l'accroissement dv de volume multiplié par la force expan- 
sive que possède alors le fluide élastique; soit p cette force expansive, on aura l’équation 


(1) dr = p dv. 


Supposons la température constante sous laquelle la dilatation a lieu égale à ¢ degrés cen- 
tigrades. Si l'on nomme 4 la force élastique de l'air occupant le volume 1 litre à la même 
température ¢, on aura, d’après la loi de Mariotte, : 


Bee Le ok aie 
TR d'où PE 


Si maintenant P est la force élastique de ce même air, occupant toujours le volume 1, 
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motrice est réellement indifférent, relativement à la quantité de cette 
puissance, nous en choisirons successivement plusieurs : l’air atmo- 
sphérique, la vapeur d’eau, la vapeur d'alcool. 

Supposons que l’on emploie d’abord l’air atmosphérique : l'opération 
se conduira d’après la méthode indiquée page 413. Nous ferons les 
hypothèses suivantes : 

L’air est pale sous la pression Oi oko: Ja température du 
corps A est —{— de degré au-dessus de zéro, celle du corps B est zéro. 


mais à la température zéro, on aura, d’après la règle de M. Gay-Lussac, 


d’où , 
Tx. ee PEROT chee 
Pe hoe 


Si, pour abréger, l’on nomme N la quantité ai l'équation deviendra 


0207 
’ (2 
d’où l’on tire, d’après l'équation (1), 


dr = N oe dy. 


Regardons ¢ comme constant et prenons l’intégrale des deux membres, nous aurons 
r= N(¢t+ 267) loge + C. 
Si l’on suppose 7 = o lorsque » = 1, on aura C = o, d’où 
(2) r = N(t+ 267) loge 


C’est là la puissance motrice produite par l’expansion de l'air qui, sous la température ¢, 
a passé du volume 1 au volume ». 


Si, au lieu d'opérer à la température ¢, on opère d’une manière absolument semblable à la 
température ¢ + dt, la puissance développée sera 


r+ dr=N(t+ dt + 267) loge 


Retranchant |’équation (2), il vient 
(3) or = N loge dt. 


Soit e la quantité de chaleur employée à maintenir la température du gaz à un degré con- 
stant pendant sa dilatation. D’après le raisonnement de la page 413, dr sera la puissance 
développée par la chute de la quantité e de chaleur du degré # + dé au degré ¢, Si nous 
nommons wu la puissance motrice développée par la chute d’une unité de chaleur du degré 4 
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La différence est, comme on voit, fort petite, circonstance-nécessaire 

ici. | 

L’accroissement de volume donné à l’air dans notre opération sera 

— + =o du volume primitif : c’est un accroissement fort petit, abso- 
7 


lument parlant, mais grand relativement à la différence des tempéra- 
tures entre les corps A et B. 

La puissance motrice développée par l’ensemble des deux opérations 
décrites page 413 sera, à très-peu près, proportionnelle à l’accroisse- 
ment de volume et à la différence entre les deux pressions exercées 
par lair, lorsqu'il se trouve aux températures 0°, oo1 et zéro. 

4 


au degré zéro, comme, d’après le principe général établi page 412, cette quantité w doit dé- 
pendre uniquement de ¢, elle pourra être représentée par la fonction Fz, d'où u = Fe. 
Lorsque ¢ s'accroît et devient ¢ + dt, u devient «+ du; d’où 


u+du=F(t+ dt). 
Retranchant l’équation précédente, il vient . 
du=F(t+dt)—Ft= F'tdt. 


C’est évidemment là la quantité de puissance motrice produite par la chute d'une unité 
de chaleur du degré ¢ + dt au degré ¢. 

Si la quantité de chaleur, au lieu d’être une unité, eût été e, sa puissance motrice produite 
aurait eu pour valeur 


(4) edu = eF'tdt, 

Mais edu est la même chose que dr; toutes deux sont la puissance développée par la chute 
de la quantité e de chaleur du degré ¢ + at au degré ¢; par conséquent, 

edu = dr; 
et, a cause des équations (3), (4), 
eF'tdt = N loge dt; 
ou, divisant par F'édf, 
N 
c= Fr loge = T loge, 
: N : x 

en nommant T la fraction gr ui est une fonction de ¢ seul. 

L’équation 


e=T loge 


; : ; à à 
est l'expression analytique de la loi énoncée page 420; elle est commune à tous les gaz, puisque 
les lois dont nous avons fait usage sont communes à tous. 


Si l’on nomme s Ja quantité de chaleur nécessaire pour amener lair sur lequel nous 


a 
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Cette différence est, d’après la règl 
est, d'après la règle de M. Gay-Lussac, ane de la 


force élastique du gaz à tré u pri : i 
ou a très-peu pres ——— - 
q gaz, peu pres = de la pression atmo 
sphérique. | 
Oo 


La pression atmosphérique fait équilibre à 10 mètres ae de hauteur 


’ 3 1 0 4 , . I 
d’eau; 267000 Je cette pression équivaut à —— x 10", fo de hau- 


2670 
teur d’eau. 


I 


I 
116 367 
du volume primitif, c’est-à-dire du volume occupé par 1 kilogramme 


Quant à l’accroissement de volume, il est, par supposition, 


+ 
avons opéré du volume 1 et de la température zéro au volume » et à la température ¢, la 
différence entre s et ¢ sera la quantité de chaleur nécessaire pour amener l'air sous le volume 1 
du degré zéro au degré ¢. Cette quantité dépend de # seul; nommons-la U: elle sera une 
fonction quelconque de ¢; on aura 


s=e+U=T loge + U. 


Si l’on différentie cette équation par rapport à ¢ seul et que l’on représente par T’ et U’ 
les coefficients différentiels de T et U, il viendra 


ds 


(a, Aa? loge + U's 


1 ô 
= n’est autre chose que la chaleur spécifique du gaz sous volume constant, et notre équa- 


tion (1) est l’expression analytique de la loi énoncée page 423. 
Si l’on suppose la chaleur spécifique constante à toutes les températures (hypothèse dis- 


cutée ci-dessus, page 427), la quantité “A sera indépendante de ¢; et, afin de satisfaire a 


l'équation (5) pour deux valeurs particulières de », il sera nécessaire que T’ et U’ soient 
indépendants de ¢; nous aurons donc T’ = C, quantité constante. Multipliant T’ et C par de, 
et prenant l’intégrale de part et d’autre, on trouve 


T=Ct+C; 
mais, comme T= 577) ona 
N N 
PRES Ce eee, 
BERG 


Multipliant de part et d’autre par de, et intégrant, il vient 


Fr = à log(Ce + C,) + C,; 
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d’air à zéro, volume égal à o™, 77, eu égard à la pesanteur spécifique Ps 
de l’air; ainsi donc le produit 


Sa. to TD 4o 
116 267 »71 567000” 


exprimera la puissance motrice développée. Cette puissance est estimée 
ici en mètres cubes d’eau élevés de 1 mètre de hauteur. - 

Si l’on exécute les multiplications indiquées, on trouve pour valeur 
du produit 0,000000372. ? 


ou, en changeant de constantes arbitraires, et remarquant d’ailleurs que F¢ est nul lorsque 
ES P 


(6) Ft = A log (15): 


La nature de la fonction F¢ se trouverait ainsi déterminée, et l’on se verrait par là en état * 
d’évaluer la puissance matrice développée par une chute quelconque de la chaleur. Mais 
cette dernière conclusion est fondée sur ’hypothése de la constance de la chaleur spéci- 
fique d’un gaz qui ne change pas de volume, hypothèse dont l’expérience n’a pas encore assez 
bien vérifié exactitude. Jusqu’é nouvelle preuve, notre équation (6) ne peut être admise 
que dans une étendue médiocre de l'échelle thermométrique. 

Dans l'équation (5), le premier membre représente, comme nous l’avons remarqué, la 
chaleur spécifique de l’air occupant le volume v. L'expérience ayant appris que cette chaleur 
varie peu, malgré des changements assez considérables de volume, il faut que le coefficient T’ 
de loge soit une quantité fort petite. Si on la suppose nulle, et qu'après avoir multiplié par dt 
l'équation 3 

PA 
on en prenne l'intégrale, on trouve 


T=C, quantité constante; 


mais , 
T= ge 
d'où 
pe NN 
d’où l’on tire enfin, par une seconde intégration, 
Fe = At +B. 


Comme F4 = 0, lorsque ¢ = o, B est nul; ainsi 
Fe = Ar; 


c’est-à-dire que la puissance motrice produite se trouverait être exactement proportionnelle 
à la chute du calorique. Ceci est la traduction analytique de ce que nous avons dit page 432. 
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Cherchons maintenant à évaluer la quantité de chaleur employée à 
donner ce résultat, c’est-à-dire la quantité de chaleur passée du corps À 
au corps B. 

Le corps A fournit : 

1° La chaleur nécessaire pour porter la température de 1 kilogramme 
d’air de zéro à 0°, 007; 

2° La quantité nécessaire pour maintenir à ce degré 0°, oor la tem- 
pérature de l’air lorsqu’il éprouve une dilatation de 


I I 
6 ate 

La première de ces quantités de chaleur étant fort petite par rapport 
à la seconde, nous la négligerons. La seconde est, d’après le raisonne- 
ment de la page 416, égale à celle qui serait nécessaire pour accroître 
de 1 degré la température de 1 kilogramme d’air soumis à la pression 
atmosphérique. 

D’après les expériences de MM. Delaroche et Bérard sur la chaleur 
spécifique des gaz, celle de l’air est, à poids égaux, 0,267 de celle de 
l’eau. Si donc nous prenons pour unité de chaleur la quantité néces- 
saire pour élever de 1 degré 1 kilogramme d’eau, celle qui sera néces- 
saire pour élever de 1 degré 1 kilogramme d’air aura pour valeur 
0,267. Ainsi la quantité de chaleur fournie par le corps A est 


0,267 unités. 


C’est là la chaleur capable de produire 0,000000372 unités de puis- 
sance motrice par sa chute de 0,oo1 à zéro. 

Pour une chute mille fois aussi grande, pour une chute de 1 degré, 
la puissance motrice sera à très-peu près mille fois la première, ou 


0,000372. 


Si maintenant, au lieu de 0,267 unités de chaleur, nous employons 
1000 unités, la puissance motrice produite sera donnée par la proportion 


.0 , 267 re een Vou-—-a = 232 == Ti, 395 unités. 


0,000372 x Be 207 


Ainsi 1000 unités de chaleur, passant d’un corps maintenu à la tem- 
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pérature 1 degré à un autre corps maintenu à la température zéro, 
produiront, en agissant sur l'air, 


1,395 unités de puissance motrice. 


Nous allons comparer ce résultat à celui que fournit l’action de la 
chaleur sur la vapeur d’eau. 

Supposons 1 kilogramme d’eau liquide renfermée dans la capacité 
cylindrique abcd (fig. 4), entre le fond ab et le piston cd; supposons 


Fig. 4. 


aussi l’existence des deux corps À, B, maintenus chacun à une tempé- 
rature constante, celle de A étant élevée au-dessus de celle de B d’une 
quantité fort petite. Figurons-nous maintenant les opérations sui- 
vantes : 

1° Contact de l’eau avec le corps A, passage du piston de la posi- 
tion cd à la position ef, formation de la vapeur à la température du 
corps À pour remplir le vide auquel donne lieu l’extension de la capa- 
cité : nous supposerons la capacité abef assez grande pour que toute 
l’eau y soit contenue à l’état de vapeur; 

2° Éloignement du corps A, contact de la vapeur avec le corps B, 
précipitation d’une partie de cette vapeur, décroissement de sa force 
élastique, retour du piston de ef en ab, liquéfaction du reste de la va- 
peur par l’effet de la pression combinée avec le contact du corps B; 

3° Eloignement du corps B, nouveau contact de l’eau avec le corps A, 
retour de l’eau à la température de ce corps, renouvellement de la pre- 
mière période, ainsi de suite. 

La quantité de puissance motrice développée dans un cercle complet 
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d'opérations est mesurée par le produit du volume de la vapeur multi- 
plié par la différence entre les tensions qu’elle possède à la tempéra- 
ture du corps A et à celle du corps B. | 

Quant à la chaleur employée, c’est-à-dire transportée du corps À au 
corps B, c’est évidemment celle qui a été nécessaire pour transformer 
l’eau envapeur, en négligeant toutefois la petite quantité nécessaire pour 
reporter l’eau liquide de la température du corps B à celle du corps A. 

Supposons la température du corps A 100 degrés et celle du corps B 
99 degrés : la différence des tensions sera, d’après la Table de M. Dalton, 
26 millimètres de mercure ou o™, 36 de hauteur d’eau. 

Le volume occupé par la vapeur est 1700 fois celui de l’eau. Si nous 
opérons sur 1 kilogramme, ce sera 1700 litres ou 1™°, 700. 

Ainsi la puissance motrice développée a pour valeur le produit 


1,700 X 0,36 = 0,611 unités 


de l’espèce dont nous avons fait usage précédemment. 

La quantité de chaleur employée est la quantité nécessaire pour 
transformer en vapeur l’eau amenée déjà à 100 degrés. Cette quantité 
est donnée par l'expérience : on l’a trouvée égale à 550 degrés, ou, 
pour parler plus exactement, à 550 de nos unités de chaleur. 

Ainsi 0,611 unités de puissance motrice résultent de l'emploi de 
55o unités de chaleur. 

La quantité de puissance motrice résultant de 1000 unités de cha- 
leur sera donnée par la proportion 


Ainsi 1000 unités de chaleur transportées d’un corps maintenu à 
100 degrés à un autre corps maintenu à 99 degrés produiront, en agis- 
sant sur la vapeur d’eau, 1,112 unités de puissance motrice. 


Es I à ; 
Le nombre 1,112 differe de 7 environ du nombre 1,395, trouvé 


précédemment pour la valeur de la puissance motrice développée par 
1000 unités de chaleur agissant sur l'air; mais il faut observer que dans 
ce cas les températures des corps A et B étaient 1 degré et zéro, tandis 
qu'ici elles sont 100 degrés et 99 degrés. La différence est bien la même; 
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mais elle ne se trouve pas à la même hauteur dans l’échelle thermomé- 
trique. Il aurait fallu, pour faire une comparaison exacte, évaluer la 
puissance motrice développée par la vapeur formée à 1 degré et con- 
densée à zéro: il aurait fallu, en outre, pouvoir connaître la quantité 
de chaleur contenue dans la vapeur formée à 1 degré. 

La loi due à MM. Clément et Desormes, et rapportée ci-dessus, 
page 428, nous fournit cette donnée. La chaleur constituante de la va- 
peur d’eau étant toujours la même, à quelque température que la vapo- 
risation ait lieu, s’il faut 550 degrés de chaleur pour vaporiser l’eau 
déjà amenée à ro0 degrés, il en faudra 550 +100 ou 650 pour vapo- 
riser le même poids d’eau prise à zéro. 

En faisant usage de cette donnée et raisonnant d’ailleurs absolument 
comme nous l'avons fait pour l’eau à 100 degrés, on trouve, ainsi qu’il 
est facile de s’en assurer, 

1,290 
pour la puissance motrice développée par 1000 unités de chaleur agis- 
sant sur la vapeur d’eau entre 1 degré et zéro. 

Ce nombre se rapproche plus que le premier de 


1:20 


Il n’en diffère plus que de = erreur qui n’est pas hors des limites pré- 


sumables, eu égard au grand nombre de données de diverses espèces 
dont nous avons été forcés de faire usage pour arriver à ce rapproche- 
ment. Ainsi se trouve vérifiée, dans un cas particulier, notre loi fonda- 
mentale (‘). 


Nous examinerons un autre cas, celui où l’on fait agir la chaleur sur 
la vapeur d’alcool. 


Les raisonnements sont ici absolument les mémes que pour la vapeur 
d’eau; les données seules changent. 


L’alcool pur bout sous la pression ordinaire à 78°, 7 centigrades. 
1 kilogramme absorbe, d’apres MM. Delaroche et Bérard, 207 unités 


ee a 


(') On trouve (Annales de Chimie et de Physique, juillet 1818, p. 294) dans un Mémoire 
de M. Petit une évaluation de la puissance motrice de la chaleur appliquée à Pair et à la 
vapeur d'eau, Cette évaluation conduit à attribuer à Pair atmosphérique un grand avantage ; 
mais elle est due à une méthode tout à fait incomplète de considérer l’action de la chaleur. 
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de chaleur pour se transformer en vapeur a cette méme température 


pee 
La tension de la vapeur d’alcool & 1 degré au-dessous du point 


d’ébullition se trouve diminuée de =i elle est de = moindre que la 


pression atmosphérique [c’est du moins ce qui résulte des expériences 
de M. Bétancour, rapportées dans la seconde Partie de |’ Architecture 
hydraulique de M. Prony, p. 180, 195 (')]. 

Si l’on fait usage de ces données, on trouve que, en agissant sur 1 kilo- 
gramme d’alcool aux températures 78°,7 et 77°,7, la puissance mo- 
trice développée serait 0,251 unités. : 

Elle résulte de l'emploi de 207 unités de chaleur. Pour 1000 unités 
il faut poser la proportion 


20 1000 : 
T= ge ch Ole === 159.30, 
0,254 


Ce nombre est un peu plus fort que 1,112 résultant de l’emploi de la 

vapeur d’eau aux températures 100 degrés et 99 degrés; mais si l’on 

suppose la vapeur d’eau employée aux températures 78 degrés et 77 de- 

grés, on trouve, en faisant usage de la loi de MM. Clément et Desormes, 

1,212 pour la puissance motrice due à 1000 unités de chaleur. Ce der- 

nier nombre se rapproche, comme on voit, beaucoup de 1, 230; il n’en 
I 


differe que de ra 


(') M. Dalton avait cru apercevoir que les vapeurs de divers liquides, à des distances ther- 
mométriques égales du point d’ébullition, jouissaient de tensions égales; mais cette loi n’est 
pas rigoureusement exacte, elle n’est qu’approximative. Il en est de même de la loi de pro- 
portionnalité de la chaleur latente des vapeurs avec leurs densités. (Voir Extraits d'un Mé- 
moire de M. C. Despretz, Annales de Chimie et de Physique, t. XVI, p. 105, et t. XXIV, 
p. 323.) Les questions de ce genre se lient de près avec celles de la puissance motrice du 
feu. Tout récemment MM. H. Davy et Faraday, après avoir fait de belles expériences sur la 
liquéfaction des gaz, par l’effet d’une pression considérable, ont cherché à reconnaître les 
changements de tension de ces gaz liquéfiés pour de légers changements de température. Ils 
avaient en vue l'application des nouveaux liquides à la production de la puissance motrice. 
(Voir Annales de Chimie et de Physique, janvier 1824, p. 80.) D'après la théorie ci-dessus 
exposée, on peut prévoir que l'emploi de ces liquides ne présenterait pas d'avantages rela- 
tivement à l’économie de la chaleur. Les avantages ne pourraient se rencontrer que dans la 
basse température, à laquelle il serait possible d’agir, et dans les sources où, par cette rai- 
son, il deviendrait possible de puiser le calorique. 
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Nous aurions désiré pouvoir faire d’autres rapprochements de ce 
genre, pouvoir calculer, par exemple, la puissance motrice développée 
par l’action de la chaleur sur des solides et des liquides, par la congé- 
lation de l’eau, etc.; mais la Physique actuelle nous refuse les données 
nécessaires ('). La loi fondamentale que nous avions en vue de con- 
firmer nous semblerait exiger cependant, pour étre mise hors de doute, 
des vérifications nouvelles; elle est assise sur Ja théorie de la chaleur 
telle qu’on la conçoit aujourd'hui, et, il faut l'avouer, cette base ne 
nous paraît pas d’une solidité inébranlable. Des expériences nouvelles 
pourraient seules décider Ja question; en attendant, nous nous occu- 
perons d’appliquer les idées théoriques ci-dessus exposées, en les re- 
gardant comme exactes, à l'examen des divers moyens proposés jusqu’à 
présent pour réaliser la puissance motrice de la chaleur. 

On a quelquefois proposé de développer de la puissance motrice 
par l’action de la chaleur sur les corps solides. La manière de procéder 
qui se présente le plus naturellement à l’esprit est de fixer invariable- 
ment un corps solide, une barre métallique par exemple, par l’une de 
ses extrémités; d’attacher l’autre extrémité à une partie mobile de 
machine; puis, par des réchauffements et des refroidissements succes- 
sifs, de faire varier la longueur de la barre et de produire ainsi des 
mouvements quelconques. Essayons de juger si cette manière de déve- 
lopper la puissance motrice peut être avantageuse. Nous avons fait voir 
que le caractère du meilleur emploi de la chaleur à la production du 
mouvement était que tous les changements de température survenus 
dans les corps fussent dus à des changements de volume. Plus on ap- 
prochera de remplir cette condition, et mieux la chaleur sera utilisée. 
Or, en opérant de la manière qui vient d’être décrite, on est bien loin 
de remplir la condition dont il s'agit; aucun changement de tempéra- 
ture n’est dû ici à un changement de volume: tous sont.dus aux con- 
tacts de corps diversement échauffés, au contact de la barre métallique, 


soit avec le corps chargé de lui fournir la chaleur, soit avec le corps 
chargé de la lui enlever. 


(‘) Celles qui nous manquent sont la force expensive qu’acquiérent les solides et les 
liquides par un accroissement donné de température et la quantité de chaleur absorbée ou 
abandonnée dans les changements de volume de ces corps. 
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Le seul moyen de remplir la condition prescrite serait d'agir sur le 
corps solide absolument comme nous l’avons fait sur l’air dans les opé- 
rations décrites p. 409: mais il faudrait pour cela pouvoir produire par 
le seul changement de volume du corps solide des changements consi- 
dérables de température, si du moins l’on voulait utiliser. des chutes 
considérables du calorique; or c’est ce qui paraît impraticable. Plu- 
sieurs considérations conduisent en effet à penser que les changements 
opérés dans la température des corps solides ou liquides par l'effet de 
la compression et de la raréfaction seraient assez-faibles. 

1° On observe souvent dans les machines (dans les machines à feu 
particulièrement) des pièces solides. qui supportent des efforts très- 
considérables, tantôt dans un sens, tantôt dans l’autre, et, quoique ces 
efforts soient quelquefois aussi grands que le permette lanature des sub- 
stances mises en œuvre, les variations de température sont peu sensibles. 

2° Dans l’action de frapper les médailles, dans celle du laminoir, 

de la filière, les métaux subissent la plus grande compression que nos 
moyens nous permettent de leur faire éprouver en employant les outils 
les plus durs et les plus résistants. Cependant l’élévation de tempéra- 
ture n’est pas considérable; si elle l’était, les pièces d’acier dont on 
fait usage dans ces opérations seraient bientôt détrempées. 
.. 3° On sait qu’il faudrait exercer sur les. solides et les liquides un 
très-grand effort pour produire en eux une réduction de volume com- 
parable à celle que leur fait éprouver le refroidissement (un refroidis- 
sement de 100 degrés à zéro, par exemple). Or le refroidissement 
exige une suppression de calorique plus grande que ne l’exigerait la 
simple réduction de volume. Si cette réduction était produite par un 
moyen mécanique, la chaleur dégagée ne pourrait donc pas faire varier 
la température du corps d’autant de degrés que le fait le refroidisse- 
ment. Elle nécessiterait cependant l'emploi d’une force à coup sûr très- 
considérable. 

Puisque les corps solides sont susceptibles de peu de changement de 
température par les changements de volume, puisque d’ailleurs la con- 
dition du meilleur emploi de la chaleur au développement de la puis- 
sance motrice est précisément que tout changement de température 
soit di à un changement du volume, les corps solides paraissent peu 
propres à réaliser cette puissance. i 
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Les corps liquides sont absolument dans le méme cas; les mémes 
raisons peuvent être données pour rejeter leur emploi (*). 

Nous ne parlons pas ici des difficultés pratiques : elles seraient sans 
nombre. Les mouvements produits par la dilatation et la compression 
des corps solides ou liquides ne pourraient être que fort petits; on se 
verrait forcé, pour leur donner de l’extension, de faire usage de méca- 
nismes compliqués; il faudrait employer des matériaux de la plus 
grande force pour transmettre des pressions énormes; enfin les opéra- 
tions successives s’exécuteraient avec beaucoup de lenteur, comparées 
à celles de la machine à feu ordinaire, de sorte que des appareils de 
grandes dimensions et d’un prix considérable ne produiraient en somme 
que de médiocres effets. 

Les fluides élastiques, gaz ou vapeurs, sont les véritables instru- 
ments appropriés au développement de la puissance motrice de la cha- 
leur; ils réunissent toutes les conditions nécessaires pour bien remplir 
cet emploi : ils sont faciles à comprimer ; ils jouissent de la faculté de 
se distendre presque infiniment ; les variations de volume occasionnent 
chez eux de grands changements de température ; enfin ils sont tres- 
mobiles, faciles à échauffer et à refroidir promptement, faciles à trans- 
porter d’un lieu à un autre, ce qui donne la faculté de leur faire pro- 
duire rapidement les effets que l’on attend d’eux. 

On peut aisément concevoir une foule de machines propres à déve- 
lopper la puissance motrice de la chaleur par l'emploi des fluides élas- 
tiques ; mais, de quelque manière que l’on s’y prenne, il ne faut pas 
perdre de vue les principes suivants : 

1° La température du fluide doit être portée d’abord au degré le plus 
élevé possible, afin d'obtenir une grande chute de calorique, et par 
suite une grande production de puissance motrice. 

2° Par la même raison, le refroidissement doit être porté aussi loin 
que possible. 

3° Il faut faire en sorte que le passage du fluide élastique de la tem- 
pérature la plus élevée à la température la plus basse soit da à l’exten- 


(') Des expériences récentes de M. OErstedt, sur la compressibilité de l’eau, ont fait voir 
que, pour une pression de 5 atmosphères, la température de ce liquide n’éprouvait pas de 
changement appréciable. (Voir Annales de Chimie et de Physique, février 1823, p. 192.) 
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sion de volume, c’est-à-dire il faut faire en sorte que le refroidissement 
du gaz arrive spontanément par l’effet de la raréfaction. 

Les bornes de la température à laquelle il est possible de faire arri- 
ver d’abord le fluide ne sont que les bornes de la température produite 
par la combustion ; elles sont très-éloignées. 

Les bornes du refroidissement se rencontrent dans la température 
des corps les plus froids dont on puisse disposer facilement et en 
grande abondance : ces corps sont ordinairement les eaux du lieu où 
l’on se trouve. | 

Quant à la troisième condition, elle apporte des difficultés à la réali- 
sation de la puissance motrice de la chaleur, lorsqu'il s’agit de mettre 
à profit de grandes différences de température, d'utiliser de grandes 
chutes du calorique. En effet, il faut alors que le gaz, par l’effet de sa 
raréfaction, passe d’une température très-élevée à une température 
très-basse, ce qui exige un grand changement de volume et de densité, 
ce qui exige que le gaz soit pris d’abord sous une pression très-forte, 
ou qu’il acquière, par l’effet de sa dilatation, un volume énorme, con- 
ditions l’une et l’autre difficiles à remplir. La première nécessite l’em- 
ploi de vaisseaux très-solides pour contenir le gaz à la fois sous une 
forte pression et à une haute température; la seconde nécessite l’em- 
ploi de vaisseaux d’une dimension très-considérable. 

Ce sont là, en effet, les principaux obstacles qui s’opposent à ce que 
l’on mette à profit, dans les machines à vapeur, une grande portion de 
la puissance motrice de la chaleur. On est forcé de se borner à utiliser 
une faible chute du calorique, tandis que la combustion du charbon 
fournit les moyens de s’en procurer une très-grande. 

Il est rare que, dans les machines à vapeur, on donne naissance au 
fluide élastique sous une pression supérieure à 6 atmosphères, pres- 
sion correspondant à environ 160 degrés centigrades, et il est rare que 
la condensation s’opère à une température fort au-dessous de 4o degrés; 
la chute de calorique de 160 à 4o degrés est 120 degrés, tandis qu'on 
peut se procurer, par la combustion, une chute de 1000 à 2000 degrés. 

Pour mieux concevoir cela, nous rappellerons ce que nous avons 
désigné par chute de calorique : c’est le passage de la chaleur d’un 
corps À, où la température est élevée, à un autre B, où elle est plus 
basse. Nous disons que la chute du calorique est de 100 degrés ou de 
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1000 degrés lorsque la différence de température entre les corps A et 
B est 100 ou 1000 degrés. 

Dans une machine à vapeur qui travaille sous la pression de 6 atmo- 
sphères, la température de la chaudière est 160 degrés : c’est la le 
corps À ; il est entretenu, par le contact du foyer, à la température 
constante 160 degrés, et fournit continuellement la chaleur nécessaire 
à la formation de la vapeur. 

Le condenseur est le corps B; il est entretenu, au moyen d’un cou- 
rant d’eau froide, à la température à peu près constante de 40 degrés ; 
il absorbe continuellement le calorique qui lui est apporté du corps A 
par la vapeur. La différence de température entre ces deux corps est 
160 — 4o ou 120 degrés : c’est pourquoi nous disons que la chute du 
calorique est ici 120 degrés. 

Le charbon étant capable de produire par sa combustion une tempé- 
rature supérieure à 1000 degrés, et l’eau froide dont on dispose le plus 
ordinairement dans nos climats étant à 10 degrés environ, l’on peut se 
procurer facilement une chute de calorique de 1000 degrés, chute dont 
120 degrés seulement sont utilisés par les machines à vapeur; encore 
ces 120 degrés ne sont-ils pas mis entièrement à profit : il se fait tou- 
jours des pertes considérables, dues à des rétablissements inutiles d’é- 
quilibre dans le calorique. 

Il est aisé d’apercevoir maintenant quelles sont les causes de l’avan- 
tage des machines dites à haute pression sur les machines à pression 
plus basse : cet avantage réside essentiellement dans la faculté de rendre 
utile une plus grande chute du calorique. La vapeur prenant naissance 
sous une pression plus forte se trouve aussi à une température plus 
élevée, et comme, d’ailleurs, la température de la condensation reste 
toujours à peu près la même, la chute du calorique est évidemment 
plus considérable. 

Mais pour tirer des machines à haute pression des résultats vraiment 
avantageux, il faut que la chute du calorique y soit mise à profit le mieux 
possible. Il ne suffit pas que la vapeur prenne naissance à une tempé- 
rature élevée, il faut encore que, par l’extension de son volume, elle 
arrive à une température assez basse. Le caractère d’une bonne machine 
à vapeur doit done être non-seulement d'employer la vapeur sous une 
forte pression, mais de l’employer sous des pressions successives trés- 
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variables, très-différentes les unes des autres, et progressivement décrois- 
santes ('). 

Pour faire sentir en quelque sorte, à posteriori, l'avantage des ma- 
chines à haute pression, supposons de la vapeur formée sous la pres- 
sion atmosphérique et introduite dans la capacité cylindrique abcd 
(fig. 5) sous le piston cd, qui joignait d’abord le fond ab : la vapeur, 


Fig. 5. 


après avoir fait mouvoir le piston de ab en cd, poursuivra ultérieure- 
ment ses effets d’une manière quelconque dont nous ne nous occupons 
pas. 

Imaginons que l’on force le piston parvenu en cd à s’abaisser en ef, 
sans permettre à la vapeur de s’échapper, ni de perdre aucune portion 


A 


(') Ce principe, véritable fondement de la théorie des machines à vapeur, a été déve- 
loppé avec beaucoup de clarté par M. Clément, dans un Mémoire présenté à l Académie des 
Sciences, il y a quelques années. Ce Mémoire n’a jamais été imprimé, mais j’en ai dû la con- 
naissance à la complaisance de l’auteur. Non-seulement le principe y est établi, mais il y est 
appliqué aux divers systèmes de machines à vapeur actuellement en usage; la puissance 
motrice de chacune y est évaluée par le secours de la loi citée (p. 428) et comparée aux 
résultats de l’expérience. 

Le principe dont il est ici question est tellement mal connu ou mal apprécié, que récem- 
ment M. Perkins, célèbre mécanicien de Londres, a construit une machine où la vapeur for- 
mée sous la pression de 35 atmosphères, pression jusqu'alors inusitée, ne reçoit presque 
aucune extension de volume, comme on peut s’en convaincre par la plus légère connaissance 
de cette machine. Elle est composée d’un seul cylindre, de dimension fort petite, qui, à 
chaque pulsation, se remplit entièrement de vapeur formée sous la pression de 35 atmo- 
sphères. La vapeur ne produit aucun effet par l'extension de son volume, car on ne lui pré- 
sente aucune capacité où cette extension puisse avoir lieu; on la condense aussitôt après sa 
sortie du petit cylindre. Elle travaille donc seulement sous une pression de 35 atmosphères, 
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de son calorique. Elle sera refoulée dans l’espace abef, et augmentera 
à la fois de densité, de force élastique et de température. 

Si la vapeur, au lieu de prendre naissance sous la pression atmo- 
sphérique, eût pris naissance précisément à l’état où elle se trouve étant 
refoulée en abef, et que, après avoir fait mouvoir par son introduction 
dans le cylindre le piston de ab en e/, elle l’eût poussé par le seul effet 
de son éxtension de volume de ef en cd, la puissance motrice produite 
etit été plus considérable que dans le premier cas. En effet, le mouve- 
ment de piston, égal en amplitude, aurait eu lieu sous l’éffort d’une 
pression plus grande, quoique variable, quoique progressivement dé- 
croissante. 

La vapeur n’eût cependant exigé pour sa formation qu’une quantité 
de calorique précisément égale; seulement ce calorique eût été pris à 
une température plus élevée.” 

C’est d’après des considérations de ce genre qu'ont été établies les 
machines à deux cylindres, machines inventées par M. Hornblower, 
perfectionnées par M. Woolf, et qui passent pour les plus avantageuses 
relativement à l’économie du combustible. Elles sont composées d'un 
petit cylindre qui, à chaque pulsation, se remplit plus ou moins de 
vapeur (souvent entièrement), et d’un second cylindre auquel on 
donne ordinairement une capacité quadruple de celle du premier, et 


et non, comme l’exigerait son bon emploi, sous des pressions progressivement décrois- 
santes. Aussi la machine de M. Perkins ne paraît-elle pas réaliser les espérances qu’elle avait 
d’abord fait concevoir. On avait prétendu que l’économie de charbon, produite par cette 
machine, était des = sur les bonnes machines de Watt, et que l’on y rencontrait encore 
d’autres avantages. (Voir Annales de Chimie et de Physique, avril 1823, p. 429.) Ces asser- 
tions ne se sont pas vérifiées. La machine de M. Perkins n’en est pas moins une invention pré- 
cieuse, en ce quelle a montré la possibilité de faire usage de la vapeur sous des pressions 
beaucoup plus élevées qu’on ne l’avait fait jusqu’alors, et parce qu’elle peut conduire, étant 
habilement modifiée, à des résultats vraiment utiles. 

Watt, à qui l’on doit presque toutes les grandes améliorations des machines à vapeur, et 
qui a porté ces machines à un état de perfection aujourd’hui difficile à dépasser, Watt est 
aussi le premier qui ait employé la vapeur sous des pressions progressivement décroissantes. 
Dans beaucoup de cas, il suspendait l'introduction de la vapeur dans le cylindre, à moitié, 
au tiers, au quart de la course du piston, qui s’achevait ainsi sous une pression de plus en 
plus faible. Les premières machines agissant sur ce principe datent de 1778. Watt en avait 
conçu l’idée dès 1769, et prit patente pour cet objet en 1782. 

Voici une Table qui se trouvait annexée à la patente de Watt. Il supposait la vapeur intro- 
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qui ne reçoit d’autre vapeur que celle qui a déjà agi dans le premier 
cylindre. Ainsi la vapeur, au terme de son action, a au moins quadru- 
plé de volume. Du second cylindre elle est portée directement dans ie 
condenseur; mais on concoit qu’elle pourrait étre portée dans un troi- 
sième cylindre quadruple du second et où son volume deviendrait 
seize fois le volume primitif. Le principal obstacle qui s’oppose à l’em- 
ploi d’un troisième cylindre de ce genre est la capacité qu’il faudrait 


Di. CE SS a ee oo eee 


duite dans le cylindre pendant le premier quart de la course du piston; puis, divisant cette 
course en vingt parties, il calculait ainsi la pression moyenne? 


PORTIONS " PRESSION DECROISSANTE 


DE LA VAPEUR, 
DE LA DESCENTE DEPUIS LE SOMMET DU CYLINDRE, 


la pression entière étant r. 


0,05 | 


9:10 | La vapeur arrivant libre- 


0,19 “ment de la chaudière. Pression entière. 
0,20 


0,25 


0,30 
0,30 
0,40 
0,49 


Moitié "20 + 0,00 Moitié de la pression primitive. 
0,55 


La vapeur étant intercep- 
0,60 tée, et la descente ne 
0,65 s’opérant que par la 
0,70 seule expansion. 
0,79 
0,80 
0,85 
0,90 
0,95 

Fond ducylindre. 1,00 


; 11,583 
Pression moyenne = 


Sur quoi il remarquait que la pression moyenne est plus de moitié de la pression pre- 
mière: qu’ainsi, en employant une quantité de vapeur égale au quart, il produisait un effet 
lus que moitié. Pan 3 
É Watt supposait ici que la vapeur observe dans sa dilatation la loi de Mariotte ; ce qu’il ne 
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lui donner, et les grandes dimensions qu’il faudrait faire vor aux 
ouvertures destinées à livrer passage à la vapeur (*). Nous n’en dirons 
pas davantage sur ce sujet, notre objet n'étant pas d'entrer ici dans les 
détails de construction des machines à feu : ces détails réclameraient 
un ouvrage qui en traitat spécialement, et qui n'existe pas encore, du 
moins en France (?). sid ; 


devait pas regarder comme exact, parce que, d’une part, le fluide élastique, en se dilatant, 
s’abaisse de température, et que, de l’autre, rien ne prouvait qu’il ne se condense pas une 
partie de ce fluide par l’effet de son expansion. Watt aurait dû aussi avoir égard à la force 
nécessaire pour expulser la vapeur qui reste après la condensation, et qui se trouve en quan- 
tité d'autant plus grande que l’extension du volume a été poussée plus loin. Le docteur Ro- 
binson avait ajouté au travail de Watt une formule simple pour calculer l’effet de l’expan- 
sion de la vapeur; mais cette formule se trouve entachée des mêmes vices que nous venons 
de signaler. Elle a été néanmoins utile aux constructeurs en leur fournissant une donnée 
approximative à peu près suffisante pour la pratique. Nous avons jugé utile de rappeler ces 
faits, parce qu'ils sont peu connus, surtout en France. On y construit des machines sur les 
modèles des inventeurs, mais on! appréeie mal les motifs qui ont’guidé ceux-ci dans l’ori- 
gine. L’oubli de ces motifs a conduit. souvent dans des fautes graves. Des machines, origi- 
nairement bien conçues, se sont détériorées entre les mains de constructeurs inhabiles, qui, 
voulant y introduire des perfectionnements de peu d’ importance, ont négligé les considérations 
capitales qu'ils ne savaient pas apprécier. 

(') L'avantage de deux cylindres substitués à un seul est facile à apercevoir. Dans un seul 
cylindre, l'impulsion du piston serait excessivement variable, du commencement à la fin de 
la course. Il faudrait que toutes les pièces destinées à transmettre le mouvement fussent 
d’une force suffisante pour résister à la première impulsion, et parfaitement assemblées 
entre elles pour éviter des mouvements brusques dont elles auraient beaucoup à souffrir, 
qui même les auraient bientôt détruites. Ce serait surtout sur le balancier, sur les supports, 
sur la bielle, sur la manivelle, sur les premières roues dentées, que l'inégalité d’impulsion 
se ferait sentir et produirait les effets les plus nuisibles. Il serait nécessaire, en outre, que 
le cylindre à vapeur fût à la fois d’une force suffisante pour supporter la pression la plus 
élevée, et d’une capacité assez considérable pour contenir la vapeur après son extension de 
volume, tandis qu'en faisant usage de deux cylindres successifs, il suffit de donner au pre- 
mier la force avec une capacité médiocre, ce qui est chose facile, et au dernier les grandes 
dimensions avec une force médiocre. 

Les machines à deux cylindres, quoique conçues sur d’assez bons principes, se trouvent 
souvent loin de produire les résultats avantageux que l’on aurait droit d'attendre d'elles. 
Cela tient surtout à ce que les dimensions des diverses parties de ces machines sont difficiles 
à bien régler, et qu’elles se trouvent rarement dans un juste rapport les unes avec les autres. 
On manque de bons modèles pour la construction des machines à deux cylindres, tandis que 
Von en possède d'excellents pour la construction des machines du système de Watt. De 1a 
vient la diversité que l’on observe dans les effets des unes et la presque uniformité que l’on 
observe dans ceux des autres. 

(*) On trouve, dans l'ouvrage intitulé De la Richesse minérale, par M. Héron de Ville- 


——— 
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Si la distension de la vapeur est bornée principalement par les di- 
mensions des vaisseaux où elle doit se dilater, le degré de condensation 
auquel il est possible de employer d’abord n’est limité que par la ré- 
sistance des vaisseaux où elle prend naissance, c’est-à-dire des chau- 
dières. Sous ce rapport, on est loin d’avoir atteint la limite du mieux _ 
possible; la disposition des chaudières généralement en usage est tout 
à fait vicieuse, quoique la tension de la vapeur y soit rarement portée 
au delà de 4 à 6 atmosphères ; elles éclatent souvent et ont causé des 
accidents graves. Il serait sans doute très-possible d'éviter de pareils 
accidents et de porter cependant la vapeur à des tensions beaucoup plus 
fortes qu’on ne le fait généralement. 

Outre les machines à haute pression à deux cylindres et dont nous 
avons parlé, il existe encore des machines à haute pression à un seul 
cylindre. La plupart de ces dernières ont été construites par deux 
habiles ingénieurs anglais, MM. Trevetick et Vivian, Elles emploient la 
vapeur sous une pression très-élevée, quelquefois 8 à ro atmospheres, 
mais elles sont sans condenseur. La vapeur, après avoir été introduite 
dans le cylindre, y reçoit uné certaine extension de volume, mais con- 
serve toujours une pression plus élevée que la pression atmosphérique. 
Lorsqu'elle a rempli son office, on la rejette dans l’atmosphère. Il est 
évident que cette façon d’agir équivaut tout à fait, sous le rapport de la 
puissance motrice produite, à condenser la vapeur à 100 degrés, et que 
l’on perd une partie de l’eftet utile; mais les machines qui opèrent 
ainsi dispensent de condenseur et de pompe à air. Elles sont moins 
coûteuses que les autres, moins compliquées, elles occupent moins de 
place, et peuvent s’employer dans les lieux où lon ne dispose pas d’un 
courant d’eau froide suffisant pour opérer la condensation. Elles sont 
la d’un avantage inappréciable, puisque l’on ne peut pas les remplacer 
par d’autres. Ces machines sont principalement employées, en Angle- 
terre, à mouvoir des chariots destinés au transport de la houille sur des 
chemins de fer établis, soit dans l’intérieur des mines, soit à ciel ou- 
vert. 


fosse, Il’ vol., p. 50 et suivantes, une bonne description des machines à vapeur actuellement 
en usage dans l'exploitation des mines. En Angleterre, on a traité des machines à vapeur d’une 
manière assez complète dans l’ Encyclopédie britannique. Quelques-unes des données dont 
nous nous servons ici sont tirées de ce dernier ouvrage. 

57. 
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Il nous reste à faire quelques réflexions sur l’emploi des gaz perma- 
nents et des vapeurs autres que celle de l’eau au développement de la 
puissance motrice du feu. 

On a essayé à diverses reprises de faire agir la chaleur sur l'air 
atmosphérique pour donner naissance à la puissance motrice. Ce gaz 

résente, relativement à la vapeur d’eau, des avantages et des inconvé- 
nients que nous allons examiner. 

1° Il présente, relativement à la vapeur d’eau, un avantage notable 
en ce que ayant à volume égal une capacité pour la chaleur beaucoup 
moindre, il se refroidirait davantage par une extension semblable au 
volume (ce fait est prouvé par ce que nous avons dit précédemment). 
Or on a vu de quelle importance il était d’occasionner, par les change- 
ments de volume, les plus grands changements possibles dans la tem- 
pérature. 

2° La vapeur d’eau ne peut être formée que par l’intermédiaire d’une 
chaudière, tandis que l’air atmosphérique pourrait être échauffé immé- 
diatement par une combustion exécutée dans son sein. On éviterait 
ainsi une perte considérable, non-seulement dans la quantité de cha- 
leur, mais encore dans son degré thermométrique. Cet avantage appar- 
tient exclusivement à l’air atmosphérique; les autres gaz n’en jouis- 
sent pas : ils seraient même plus difficiles à échauffer que la vapeur 
d’eau. 

3° Afin de pouvoir donner à l’air une grande extension de volume, 
afin de produire par cette extension un grand changement de tempéra- 
ture, il serait nécessaire de le prendre d’abord sous une pression assez 
élevée : il faudrait done le comprimer par une pompe pneumatique, ou 
par tout autre moyen avant de l’échauffer. Cette opération exigerait un 
appareil particulier, appareil qui n’existe pas dans les machines à 
vapeur. Dans celles-ci, l’eau est à l’état liquide lorsqu'on la fait péné- 
trer dans la chaudière; elle n’exige, pour y être introduite, qu’une 
pompe foulante de petites dimensions. 

4° Le refroidissement de la vapeur par le contact du corps réfrigérant 
est bien plus prompt et bien plus facile que ne peut l’être celui de lair. 
A la vérité, on aurait la ressource de rejeter celui-ci dans l’atmosphere, 
ce qui aurait en outre l’avantage d’éviter l'emploi d’un réfrigérant dont 
on ne dispose pas toujours, mais il faudrait pour cela que l'extension 
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de volume de l'air ne l’eût pas fait arriver à une pression moindre que 
la pression atmosphérique. 

5° Un des inconvénients les plus graves de la vapeur est de ne pou- 
voir pas être prise à de hautes températures, sans nécessiter l'emploi 
de vaisseaux d’une force extraordinaire. Il n’en est pas de même de 
Pair, pour lequel il n’existe pas de rapport nécessaire entre la force 
élastique et la température. L’air semblerait done plus propre que la 
vapeur à réaliser la puissance motrice des chutes du calorique dans les 
degrés élevés : peut-être, dans les degrés inférieurs, la vapeur d’eau 
est-elle plus convenable. On concevrait même la possibilité de faire 
agir la même chaleur successivement sur l'air et sur la vapeur d’eau. 
Il suffirait de laisser à air, après son emploi, une température élevée, 
et, au lieu de le rejeter immédiatement dans l'atmosphère, de lui faire 
envelopper une chaudière à vapeur, comme s’il sortait immédiatement 
d’un foyer. 

L’emploi de l’air atmosphérique au développement de la puissance 
motrice de la chaleur présenterait, dans la pratique, des difficultés 
tres-grandes, mais peut-être pas insurmontables; si l’on parvenait à les 
vaincre, il offrirait sans doute une supériorité remarquable sur la 
vapeur d’eau ('). 


— 


(') Parmi les tentatives faites pour développer la puissance motrice du feu par l’intermé- 
diaire de l’air atmosphérique, on doit distinguer celles de MM. Niepce, qui ont eu lieu en 
France, il y a plusieurs années, au moyen d’un appareil nommé par les inventeurs pyréolo- 
phore. Voici en quoi consistait à peu près cet appareil : c'était un cylindre, muni d’un pis- 
ton, où l’air atmosphérique était introduit à la densité ordinaire. On y projetait une matière 
très-combustible, réduite à un grand état de ténuité, et qui restait un moment en suspen- 
sion dans l'air, puis on y mettait le feu. L’inflammation produisait à peu près le même effet 
que si le fluide élastique eût été un mélange d’air et de gaz combustible, d’air et d’hydro- 
gène carboné par exemple; il y avait une sorte d’explosion et une dilatation subite du fluide 
élastique, dilatation que l’on mettait à profit en la faisant agir tout entière contre le piston. 
Celui-ci prenait un mouvement d’une amplitude quelconque, et la puissance motrice se trou- 
vait ainsi réalisée. Rien n’empéchait ensuite de renouveler l'air et de recommencer une opé- 
ration semblable à la première. 

Cette machine, fort ingénieuse, et intéressante surtout par la nouveauté de son principe, 
péchait par un point capital : la matière dont on faisait usage comme combustible (c'était 
la poussière de lycopode, employée à produire des flammes sur nos théâtres) était trop chère 
pour que tout avantage ne disparût pas par cette cause; et malheureusement il était difficile 
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Quant aux autres gaz permanents, ils doivent être absolindeas rejetés : 
ils ont tous les inconvénients de l’air atmosphérique, sans présenter 
aucun de ses avantages. 

On peut en dire autant des vapeurs autres que celles de l’eau com- 
parées à cette dernière. à 

S’il se rencontrait un corps liquide abondant, qui se vaporisat à une 
température plus élevée que l’eau, dont la vapeur eût sous le même 
volume une chaleur spécifique moindre, qui n’attaquat pas les métaux 
employés à la construction des machines, il mériterait sans doute la 
préférence ; mais la nature ne nous offre pas un pareil corps. 

On a proposé quelquefois I’ emploi de la vapeur d’alcool, on a même 
construit des machines dont le but était de rendre cet emploi possible. 
en évitant de mêler les vapeurs avec l’eau de condensation, c’est-a- 
dire en appliquant le corps froid extérieurement, au lieu de l’intro- 
duire dans la machine. On croyait apercevoir dans la vapeur d’alcool 
un avantage remarquable en ce qu’elle possede une tension plus forte 
que la vapeur d’eau à égale température. Nous ne pouvons voir là 
qu’un nouvel obstacle à surmonter. Le principal défaut de la vapeur 
d’eau est sa tension excessive à une température élevée : or ce défaut 
existe à plus forte raison dans la vapeur d’alcool. Quant à l’avantage 
relatif à une plus grande production de puissance motrice, avantage 


d'employer un combustible de prix modéré, car il fallait un corps en poudre très-fine, dont 
l’inflammation fût prompte, facile à propager, et laissât peu ou point de cendres. 

Au lieu d'opérer comme le faisaient MM. Niepce, il nous eût semblé préférable de com- 
primer l'air par des pompes pneumatiques, de lui faire traverser un foyer parfaitement clos, 
et dans lequel on eût introduit le combustible en petites portions par un mécanisme facile à 
concevoir ; de lui faire développer son actign dans un cylindre à piston ou dans toute autre 
capacité extensible; de le rejeter enfin dans l’atmosphère, ou même de le faire passer sous 
une chaudière à vapeur, afin d'utiliser la température qui lui serait restée. 

Les principales difficultés que l’on eût rencontrées dans ce mode d'opération eussent été 
de renfermer le foyer dans une enveloppe d’une solidité suffisante, d'entretenir cependant la 
combustion à un état convenable, de maintenir les diverses parties de l'appareil à une tem- 
pérature modérée, et d'empêcher les dégradations rapides du cylindre et du piston. Nous ne 
croyons pas ces difficultés insurmontables. 

Il a été fait, dit-on, tout récemment en Angleterre des essais heureux sur le développe- 
ment de la puissance motrice par l’action de la chaleur sur l'air atmosphérique. Nous igno- 
rons entièrement en quoi ces essais ont consisté, si toutefois ils sont réels. 
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que l’on croyait devoir rencontrer, nous savons, par les principes ex- 
posés ci-dessus, qu’il est imaginaire. 

C'est donc sur l’emploi de la vapeur d’eau et de lair atmosphérique 
que doivent porter les tentatives ultérieures de perfectionnement des 
machines à feu; c’est à utiliser, par le moyen de ces agents, les plus 
grandes chutes possibles du calorique, que doivent être dirigés tous 
les efforts. 

Nous terminerons en faisant apercevoir combien on est loin d’avoir 
réalisé, par les moyens connus jusqu’à présent, toute la puissance mo- 
trice des combustibles. 

Un kilogramme de charbon brülé dans le calorimètre fournit une 
quantité de chaleur capable d’élever de 1 degré centigrade 7000 kilo- 
grammes d’eau environ, c’est-à-dire qu’il fournit 7000 unités de cha- 
leur d’après la définition donnée p. 437 de ces unités. 

La plus grande chute réalisable du calorique est mesurée par la dif- 
férence entre la température produite par la combustion et celle des 
corps employés au refroidissement. 1l est difficile d’apercevoir à la : 
température de la combustion d’autres limites que celles où la com- 
binaison entre l’oxygène et le combustible peut s’effectuer. Admettons 
cependant que 1000 degrés soient cette limite, et nous nous tiendrons 
certainement au-dessous de la vérité. Quant à la température du réfri- 
gérant, supposons-la o degré. 

Nous avons évalué approximativement, p. 439, la quantité de puis- 
sance motrice que développent 1000 unités de chaleur du degré 100 
au degré 99 : nous l’avons trouvée 1,112 unités de puissance égales 
chacune à 1 mètre d’eau élevé de 1 mètre de hauteur. 

Si la puissance motrice était proportionnelle à la chute du calorique, 
si elle était la même pour chaque degré thermométrique, rien ne 
serait plus facile que de l’estimer de 1000 degrés à o degré : elle aurait 
pour valeur 

1,112 X 100—=1I112. 

Mais comme cette loi n’est qu’approximative et qu’elle s’écarte peut- 
être beaucoup de la vérité dans les degrés élevés, nous ne pouvons 
faire qu'une évaluation tout à fait grossière : nous supposerons le 
nombre 1112 réduit à moitié, c’est-à-dire à 560. | 

Puisque un kilogramme de charbon produit 7000 unités de chaleur 
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et que le nombre 560 est relatif à 1000 unités, il faut le multiplier 


par 7, ce qui donne 
7 < 560 = 3920. 


Voila la puissance motrice d’un kilogramme de charbon. 

Pour comparer ce résultat théorique avec les résultats d’expérience, 
examinons combien un kilogramme de charbon développe réellement 
de puissance motrice dans les meilleures machines 4 feu connues. 

Les machines qui ont présenté jusqu’ici les résultats les plus avanta- 
geux sont les grandes machines à deux cylindres employées à l’épuise- 
ment des mines.d’étain et de cuivre de Cornwall. Voici les meilleurs 
produits qu’elles aient jamais fournis. 

65 millions de livres d’eau ont été élevées d’un pied anglais par bois- 
seau de charbon brûlé (le boisseau pèse 88 livres). Cet effet équivaut 
à élever, par kilogramme de charbon, 195 mètres cubes d’eau à 
un mètre de hauteur, à produire par conséquent 195 unités de puis- 
sance motrice par kilogramme de charbon brülé ('). 

195 unités ne sont que le vingtième de 3920, maximum théorique : 
par conséquent + seulement de la puissance motrice du combustible 
a été utilisé. 

Nous avons cependant choisi notre exemple parmi les meilleures ma- 
chines à vapeur connues. 


(*) Le résultat que nous rapportons ici a été fourni par une machine dont le grand cylindre 
a pour dimensions 45 pouces de diamètre et 7 pieds de course; elle est employée à l’épuise- 
ment d’une des mines de Cornwall, nommée Wheal Abraham. Ce résultat doit être consi- 
déré en quelque sorte comme une exception, car il n’a été que momentané’et ne s’est sou- 
tenu que pendant un seul mois. Le produit de 30 millions de livres, élevées de 1 pied anglais 
par boisseau de charbon de 88 livres, est regardé généralement comme un excellent résultat 
des machines à vapeur. Il est quelquefois atteint par les machines du système de Watt, mais 
bien rarement dépassé. Ce dernier produit revient, en mesures françaises, à 104 000 kilo- 
grammes élevés à 1 mètre de hauteur par kilogramme de charbon brûlé. 

D’après ce que l’on entend ordinairement par force d’un cheval, dans l’évaluation des 
effets des machines à vapeur, une machine de 10 chevaux doit élever par seconde 
10 < 75 kilogrammes, ou 750 kilogrammes, à 1 mètre de hauteur, ou bien, par heure, 
750 < 3600 = 2700 000 kilogrammes à 1 mètre. Si nous supposons que chaque kilogramme 
de charbon élève à cette hauteur 104000 kilogrammes, il faudra, pour connaître le charbon 


brûlé en une heure par notre machine de 10 chevaux, diviser 2700000 par 104000, ce qui 
2700 RE : : ; . 
donne SENS 26 kilogrammes. Or il est bien rare de voir une machine de 10 chevaux 


consommer moins de 26 kilogrammes de charbon par heure. 
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La plupart des autres leur sont bien inférieures. L'ancienne machine 
de Chaillot, par exemple, élève 20 mètres cubes d’eau à 33 mètres pour 
30 kilogrammes de charbon brûlé, ce qui revient à 22 unités de puis- 
sance motrice par kilogramme, résultat neuf fois moindre que celui 
cité ci-dessus, et cent quatre-vingts fois moindre que le maximum 
théorique. 

On ne doit pas se flatter de mettre jamais à profit, dans la pratique, 
toute la puissance motrice des combustibles. Les tentatives que l’on 
ferait pour approcher de ce résultat seraient même plus nuisibles qu’u- 
tiles, si elles faisaient négliger d’autres considérations importantes. 
L'économie du combustible n’est qu’une des conditions à remplir par 
les machines à feu; dans beaucoup de circonstances, elle n’est que 
secondaire : elle doit souvent céder le pas à la sûreté, à la solidité, à le 
durée de la machine, au peu de place qu’il faut lui faire ocouper, au 
peu de frais de son établissement, etc. Savoir apprécier, dans chaque 
cas, à leur juste valeur, les considérations de convenance et d’écono- 
mie qui peuvent se présenter; savoir discerner les plus importantes de 
celles qui sont seulement accessoires, les balancer toutes convenable- 
ment entre elles, afin de parvenir, par les moyens les plus faciles, au 
meilleur résultat, tel doit être le principal talent de l’homme appelé à 
diriger, à coordonner entre eux les travaux de ses semblables, à les 
faire concourir vers un but utile de quelque genre qu’il soit. 


FIN DU TOME PREMIER. 
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